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Prefacio

trica, mecanica, aerondutica, ou de matematica aplicada. Ele reflete nossa
experiéncia de ensino durante mais de uma década, inicialmente no ITA e
posteriormente na UNICAMP.

Para o curso de engenharia elétrica da UNICAMP, por exemplo, a
matéria Andlise Linear de Sistemas é acompanhada em paralelo porum curso
de Computagio Andloga-Hibrida e precede um curso de graduagdo de Prin-
cipios de Controle e Servomecanismos, ref. [B-§]. A formulagdo por varis-

cursos de pés-graduagio sobre Teoria de Sistemas Lineares, ref. [B-5}.
Sem enfatizar o rigor matematico, sio modelados ¢ estudados sistemas
dindmicos lineares estacionarios continuos, discretos e amostrados. Pressu-
pomos um conhecimento elementar sobre equagdes diferenciais ordindrias; o
conhecimento de teoria de circuitos é desejavel, mas ndo & essencial.
No primeiro capitulo discutimos a analise dindmica de sistemas no

rios de desempenho e equagoes a diferengas merecem um tratamento que,
apesar de tornar o capitulo longo, lhe da uma unidade que consideramos
importante.

O segundo capitulo, também longo, pela mesma razio de unificagdo
dada acima, trata da andlise dinimica de sistemas no dominio freqiiencial,
bem como de resposta em freqiiéncia; transformadas-z e de Laplace, fungbes
de transferéncia, resposta ao impulso, estabilidade e diagramas de Bode sio
alguns dos tdpicos abordados.

A resolugdo de parte dos exercicios propostos é essencial: Nio s
complementa a teoria como deve despertar a imaginagio do leitor para a
andlise e o modelamento de sistemas dindmicos.

Sdo tantas as pessoas a quem agradecer, dentre elas, alunos, professo-
res, engenheiros e funcionarios da UNICAMPedo ITA que nédo € possivel
listd-los, porém a todos sou muito grato. Contudo, é indispensdvel agradecer
aos Professores Hermano de Medeiros Ferreira Tavares, Yaro Burian Jr.,
Marcio Luiz de Andrade Netto e Manoel Sobral Jr., do Departamento de
Engenharia Elétrica da UNICAMP, ¢ Sergio Nelo Vanucci, Antonio Lujz
Sansio e Claudio Nobuo Takase, do antigo Grupo de Instrumentagdo e
Controle do ITA, pela colaboragdo direta ou indireta em nosso trabalho.
Para finalizar, quero ressaltar que sou muito grato & Sra. Regina Branddo
pelo dedicado e excelente trabalho de revisdo e editoragio dos originais e a
dois grupos de alunos de engenharia elétrica da UNICAMP, cujos nomes
ndo ressaltarei, que com muito entusiasmo e trabalho viabilizaram a edigdo
deste livro.
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_ A
ANALISE DINAMICA DE SISTEMAS

1.1 Introdugao

. Neste capitulo apresentaremos defini
goes e exemplos de modelamento matematico
de sistemas dg aplicacao em diversos campos
bem como critérios para avaliagcao de desem-
penho.

Em nosso trabalho, assume papel funda
mental~o ponto de vista de sistema que, em
bgra nao constitua novo conhecimento cienti
f%co, tem tal amplitude que esta revolu-
C}onando nao so a Engenharia como a Econo
mia, a Medicina e outros ramos cientificos.
Ele enfatiza o estabelecimento de relagoes
de causa e efeito, ou seja, relagaes entra-
da-saida para a caracterizacao de um siste-
ma.

3

~ Apgsar de intuitivamente sabermos o que
e_um sistema, vamos defini-lo como uma cole
¢ao de componentes acoplados para desempe:
ghar uma certa fungéo. Qualquer instrumento
e um 51stema_e, de fato, cada um dos seus
gomponentes e um sistema, bem como um con-—-
junto de instrumentos acoplados péra uma da
da finalidade & um sistema. Em resumo, tudo
que desejamos analisar constitui um siste-
ma.




Sistema dinamico & aquele em que alguns
de seus aspectos variam com o tempo. Para
a analise dlnamlca de um sistema e essenci-
al a determinacgao do seu comportamento a
partir do conhecimento dos parametros que
o caracterizam e das excitagoes a que e sub
metldo. Por outro lado, para a 1dent1flca—
¢ao experimental da sua dinamica & fundamen
tal a determinagao do seu comportamento em
resposta a certas excltagoes convenientemen
te escolhidas. Para a 51ntese de um sistema
é conveniente a caracter17agao do seu desem
penho em resposta a excitagoes especlflca -
das. Em analise, Ldentlflcagao e sintese de
sistemas nossa preocupagao val para os si=
nais (1nformagoes), contrariamente ao ponto
de vista classico da Engenharia que enfati-
za energia e eficiencia.

0 ponto de vista de sistema permite vi
sualizar e descrever ©O comportamento dlnaml
co de um sistema em termos de sinais e suas
inter-relagoes e das operagoes executadas
sobre eles. Um passo aléem permite que o0s s
nais reais obtidos por experlmentagao e
sistemas que operam com eles seJam identif
cados e modelados em termos matematicos
abstratos. Por Ultimo descrevemos o sistema
em 11nguagem matematica precisa, de modo a
reprosenta lo no papel e simula-lo em compu

tadores analogicos, digitais ou hibridos.

O
[T

Na solugao rac1onal de qualquer proble-
ma, o passo decisivo e estabelecer o seu moO
delo mental, reduz1do, matematico ou o con-
junto destes trés. A analise e o projeto de
sistemasde Engenharia devem ser, sempre que
possivel, feitos matematlcamente, sobretudo
quando o modelo matematico & formulavel -
atraveés da apllcagao de uma ou mais leis fun
damentals, que também sao modelos pecullares
3 natureza do mesmo. Desta forma podemos fa
zer o modelamento de sistemas mecanicos em

translagao e/ou rotagao utilizando as leis
de Newton, o principio de D'Alembert ou as

equagoes de Lagrange. Podemos modelar os
51stemas eletricos e magnéticos pela apllca
cao das leis de Kirchhoff, de Ohm e de
Maxwell;

sistemas térmicos através de leis
basicas de transmissao de calor e de termo-
dinamica como o Principio da Conservacgao da
Energia, a lei de resfriamento de Newton, a
lei de Fourier da condugao; _para o modelé -
mento de sistemas fluidos sao importantes
as equagoes da conservagao da quantidade de
movimento e de continuidade.

Quando pouco se sabe a respeito de um
s1stema, a analise dimensional e a experlmeq
tagao sao muito Gteis. Certamente nada dzs
to & novidade para o leitor, embora uns pos
sam estar mais habituados com sistemas Eer
micos, outros com sistemas fluidos e outros
ainda com sistemas eletromagnéticos, Em au-
tomagao, por exemplo, estes sistemas sao =
m}sturados e, apesar de aparentemente tao
diversos, apresentam muitas semelhancgas que
pProcuraremos ressaltar e utlllzar, particu-
larmente em termos da teoria dos circuitos
eletrlcos, em geral bastante simples e sis-
tematizada e que admitiremos conhecida.

_ Como o ponto de vista e os mé&todos de
analise de sistemas sao relacionados ba51ca
mente a um modelo e suas propriedades e nao
a natureza do sistema particular, tais mato
dos _bossuem uma universalidade que esta dan
do a Engenharia uma das ferramentas mais po

tentes e revolucionarias em toda a sua his-
torla.

1.2 Definigoes

tldoPs.ra nds a palavra variavel tem um sen
s em geral, 1mp11cando em qualquer quan
e que sofra variagoes. Assim temos:



variavel de entrada quando uma varlaYelﬂo
que afeta o sistema pode ter sua varlagas
controlada independentemente de outra
variaveis. -
varidvel de safida quando uma quantidade
varia em resposta a variagao de uma
mais variaveis de entrada. j

a i e
variavel de perturbacao, uma var}ave} qun
afeta o sistema, e o faz de manelra 1incon
trolada e aleatoria.

ou

Exemplo. Um motor hidraulico de plgtoes,§1g.
T.1, onde a pressao P de alimentagao, o© dei
.1, : s
locamento D e a carga L podem variar 1inde
m .
pendentemente de acordo com 0 NOSSO desejgz
onde a rotagao 6 do eixo, o torque T, 2 efi
ciéncia n ea vazao de alimentagao Q evem
ser estudadas em conseqiiencila daquelasT va
o iente va
riacoes e onde a temperatura ambiente a2 V2

ria de maneira aleatoria e 1ncpntrglaga é
. . s
constitui um sistema com entrada > D

i a . Por
L, saidas Q, T, n e 6 e perturbagao Ta

outro lado, se fizermos o teste em um aTbl—
ente com temperatura controlada automatica
mente nao teremos a perturbagao Ta'

BE OLEO Qs
—1_ Q WOTOR
P HIDRAULICO
@_4?— T.15m
Y ¥ s

Como alguns termos podem nao ser fami -
liares ao leitor, consideremos um motor hi-
draulico ideal (n = 100%Z, sem perdas e sem
atrito). A potencia mecanica formecida a
carga pelo motor & T6 e a potencia hidrauli
ca recebida pelo motor & PQ.

Para o motor ideal essas duas potengias
sao iguais, donde T = DmP, onde Dm = Q/6 e,

por definigao, o deslocamento volumétrico
do motor, que & o parametro que o caracteri
za. -
Esta analise tambéem se aplica a uma bonm
ba ideal de pistcoes onde o escoamento de po
tencia se di no sentido inverso. A potencia
mecadnica & transformada em poténcia hidrau-

lica. A bomba & caracterizada pela vazao
obtidg a uma certa velocidade do eixo, e a
relagao entre estas Db € Q/6 constitui o

deslocamento volumétrico da bomba. Se ligar
mos a bomba a um motor atraves de uma linha
de transmissio hidraulica, se o fluido hi
draulico for incompressivel e nao houver va
zamento na linha de transmissao, a vazao
fornecida pela bomba sera recebida pelo mo-
tor.

Sistema escalar & aquele com apenas uma

variavel de entrada e uma de saida.

Sistema complexo ou de miltiplas variaveis

€ aquele em que ha multiplas entradas e
saidas. ’

Calibracao & a determinagao da escala do
sistema pela aplicacao de magnitudes conhe
cidas de cada entrada e pela determinagao
das saidas respectivas.

Consideremos inicialmente um sistema es-
calar. A entrada pode ser estatica (constan-
te no tempo) ou dinamica e correspondentemente
teremos as calibracgoes estatica e dinamica.




Por definigao, a sensibilidade.egtatlcz
ou de regime permanente K e a declividade da

curva de calibracao estatica. Sejam r= entra

da estatica e ¢ = saida estatica. Entao tere

mos:

ne>

dc
ar
Y

. = . .

Se a curva de calibracgao estatica fge
K sera constante independgntem;nr
e o

da magnitude da entrada, porem se nao ©O ,
K dependera do valor da entrada, rotos

Na Fig. 1.2 apresentamos tres exemp i

° ) . - - . m s

de curvas de calibragao e§;atlga.e§ia:ica 2

i de calibragao

tema tiver a curva . R
i ndo pela origem, !

Fig. 1.2a, reta passa e

ap%esentaré um comportamento bastant::a Jrais

simples que os demais. Se, em respos en

uma reta,

i é - c entao
trada Ty a salida e ¢ e para T, € Cy, °
= saida sera
para a entrada r = Ty +r, a o :
i - incipio de u-
= + aplicando-se o Prin
c ¢y c, ap -

a i : a.causa (1) cor

sicao dos Efeitos: se a.c ;

Eingndg o efeito (1) e a causa (2) o eiz;;g
(2), a causa [(1) + (2)] corresponde o

eo (1) + 2] .

Jd a curva de calibragao estatica d
Fig. 1.2b (reta nao passando pela origem
nao se aplica, a priori, o principio da s
perposigao. De fato, bastaria uma transla
cao vertical da origem para que o mesmo se
aplicasse. Para a curva de calibragao esta-
tica da Fig. 1.2c¢c o referido principio nao
se aplica. Estudaremos em breve o procedi -
mento utilissimo de linearizagdo. Por ora
diremos apenas que a curva de calibragao es
tatica da Fig. 1.2a & linear, as demais nao
lineares, por definigao. -

Como veremos em nosso trabalho, para a
maioria dos sistemas nao bastarsi a sua ca

racterizagao estatica ou de regime permanen
te.

HE ~a

Sistema instantaneo ou algébrico & aquele
cujo modelo matematico o constituido ape-
nas por equacgoes algébricas, donde a res
posta em um dado instante depende apenas
do valor da entrada naquele instante. Nes
te caso a curva de calibragio estatica &
suficiente para caracteriza-lo.

Contudo a maioria dos sistemas nao & tao

simples (sistemas dinamicos), pois sua
resposta em cada instante tambem depende
dos valores anteriores da entrada e seu

modelo matematico devera ser uma equagao
diferencial que leve isto em conta. Assim,
teremos:

Sistema dinamico e aquele cujo modelo ma
tematico & constituido por equagoes dife-=
renciais onde o tempo & uma variavel inde
pendente. Portanto o sistema algebrico @
um subcaso do sistema dinamico.

Sistema linear & aquele ao qual se aplica
o principio da superposigao. No caso opos
to ele sera, por definigao, nao-linear.

Se um sistema tiver, por exemplo, duas



entradas e uma saida, podemos levantar cur-
vas de calibracdao relacionando cada enFrada
a esta saida para a outra entrad§ mantida .
em um certo nivel, e assim por diante par
varias entrada e saldas. ]
Observamos que do mesmo‘mOQO que cali
bramos um sistema para variavels de‘enFrad&
tambem podemos calibra-lo para variaveis de
perturbaggo, que de certa forma tambem sao
no sistema. _ .
entrgdzimportamento de um sistema e determi
nado essencialmente por seus pgrametros. Em
sistemas fisicos podemos assoclar o0 armaze-
namento de uma certa forma de energla a um
tipo de parametro, por exe@plof para um 315
tema mecanico, a energia cinetica e‘armaze
nada em uma massa, a energia potencial de
deformagzo e armazenada em uma'mola. Da @e%
ma forma a dissipacao de energla e associa
da a certos parﬁmetros, por exemplo, a

dissipagao de energia~e1€trica se faz emluT
resistor. Tudo isto nao passa de um modela
mento que a experiencia tem degonstrado sef
uma boa pratica em um grande numero de pro
blemgzélquer parEmetro P de um sistema p;de
ser fungao do tempo t e do espago (x,y,2 og,
dito de outra forma, P = P(F,x,y,z) e, por-
tanto, o comportamento do sistema depgndega
nao so do instante de tempo coOmo tambem io

Um sistema com um ou mals

ponto o e aco.
n spag¢
parametros deste tipo e chamado sistema com

parametros distribuidos e, como temos ]
de uma variavel indepeedente, seu mode o ma
tematico sera comnstituido por uma ou mais
equagoes diferenciais a derivadas pafc%gls.
Por exemplo, uma linha de transmilssao

eletrica uniforme pode ser modelada pelo sis
tema de equagoes:
9i
i v v _ 01 £ >0
L31+Ri=—-8—x; Cg?"‘GV 3%

3t

onde os parametros R,L,C e G sao respectiva-
mente a resistencia, a indutancia, a capaci-
tancia e a condut3ncia de vazamento por uni-
dade de comprimento da linha, v & a tensao
e 1 a corrente el&trica em um ponto x da 1i-
nha no instante t. Se a linha nao for uni -
forme os parametros dependerao de x. Outros
exemplgs interessantes sao encontrados na
condugao de calor em s0lidos e na teoria ele
tromagnetica. -

Contudo, se pudermos concentrar certos
efeitos em determinados parametros, indepen-
dentemente de suas coordenadas espaciais, de
tal forma que os parametros sejam apenas fun
goes do tempo, teremos um sistema com parime-
tr?s concentrados variantes com o tempo, -
cujo modelo sera constituldo por uma ou mais
equagoes diferenciais ordindrias. Se todos
0s parametros forem independentes do tempo -
teremos um sistema com parametros concentra-
dos invariante com o tempo, cujo modelo mate
matico sera constituido por uma ou mais equa
¢oes diferenciais ordindrias a coeficientes
constantes.

0 modelamento de um sistema mecanico em
translag¢ao no plano, considerando que a for-
¢a de inércia e devida 3 aceleracio de uma -
massa concentrada m em relagao a um referen
cial ingrciall Fig. 1.3, e que a forga de
atrito & funcao da diferencga entre as veloci
dades relativas de deslocamento dos dois ter
minais de um amortecedor concentrado de fa -~
tor de amortecimento viscoso b, Fig. 1.4, e
ainda que a forga elastica & funcao da defor
magao, ou seja,do deslocamentd relativo dos
dois terminais de uma mola concentrada de

rigidez k, Fig. 1.5, & um exemplo classico -
de modelamento com parametros concentrados :
concentramos no elemento de dois terminais
(amortecedor, por exemplo) caracterizado pelo
parametro (b) um certo efeito (dissipagao de
energia mecanica).
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POLiGT0 de reteréncia fixa

. _ .
™ relagGo ao referencial inerciol
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r==q
£
—m " m ! L
| S =
. fzmx
s diagrama de corpo livre
referencial
inercial
Fig. 1.3

L
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¢z hfi,—x'z:
Fig. 1.4

Nota R P
« ke resentaremos a derlvada de uma

bre a mesma: dx/dt = x

va
PO por um ponto so

kx = f a
Coeficfzié onde os parametros m, b, k
esile es da eéquagao. Se pel; mén
parametros for fungio do tempOS no
o 0, 0 mo

PO mX + b(t)% + kx = f(t), qa
2

do e
que b e fungao da variavel indep

o endente
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Por outro lado, se pelo menos um dos pa
rametros, por exemplo a mola, for nao-lime-
ar, Fig. 1.7, o modelo matemﬁtico~do siste-
ma sera uma equagao diferencial nao-linear:
mk + bi + k(x)x = £(t), onde k & fungao da

i KIx)x

X
>

. m mola ndo linear
fit)
m
t’l l - mev_ukl inear
kX
A LI
Fig. 1.6 Fig. 1.7

variavel dependente x.

A ordem de um sistema g, por definigao,
a ordem da equagao que constitui o seu mo-
delo.

Para que um modelo matematico seja sa
tisfatorio, é essencial que descreva pelo

menos qualitativamente o desempenho do sis
tema. Muitas vezes, devido as aproximagoes
feitas no modelamento, o mesmo pode ser
bastante sensivel a pequenas variagaes de
parametros do sistema, deixando inclusive

de descrever o seu comportamento qualitati
vo e exigindo um modelamento mais adequado.
Se o modelo matematico for pouco sensivel

a pequenas variagoes de parametros, seradi
to de_estrutura estavel ou grosseiro, ref.
[s-111~

Nao ha dividas que dentre os modelos
que descrevem um sistema o mais simples &
o melhor.

Faremos o modelamento matematico de um
sistema termico bastante usado, o© termome-—
tro de liquido em vidro, onde formularemos
e justificaremos uma série de hipoteses =
simplificadoras para chegar a um sistema
linear de 1= ordem invariante com o tempo,
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que verificado experimentalmente se mostra
um modelo adequado apesar de simples. Nao
ha necessidade de sofisticar gratuitamente
0 modelamento, sobretudo se, apesar de sim
plistas na analise, formos bastante en-
genhosos no projeto. Nao basta fazer hipg~
teses em Engenharia; & necessario, desde
que possivel, que elas sejam satisfeitas
Em caso contriario devemos alterar as hipo-
teses.

Poderiamos, POor necessidade, ou no ca

so de o projeto nao ser bem feito, ter de
considerar um ou

dem do modelo.
ceriamos obtendo como modelo uma ou mais
equacoes diferenciais ordinarias resultan-~
tes da consideracdo de parametros concen -
trados, ou seja, da hipotese de termos uma
Oou mais resistencias térmicas e uma ou mais

houvesse necessi

tencias e inércias térmicas distribuidas
pelo campo, nosso modelo seria uma equaggo
diferencial a derivadas parciais.

Como o modelamento matematico & funda-
mental em nosso trabalho, insistiremos em
rePetir as argumentagoes estabelecidas -
acima,

Se um ou mais parametros de um sistema
for expresso como uma pProbabilidade, tere-
mos um modelo probabilistico ou, dito de
outra forma, um sistema estocastico. No
caso contrario o sistema sera deterministi-
co. Neste trabalho consideraremos apenas
os ultimos.

Por outro lado 0s sistemas podem
excitados por uma fonte de sinal de excita

a0 externa, sistemas forgados, ou apenas

tema livre e invariante com o tempo.

13 b

~ e e s s . ivres.
por condigoes iniciais, sistemas 11V(11‘e .

bastante comum e a ) .
Uma nomenclatura C omum a 32 ‘
tema autonomo que, por definigao, & um s

Um sistema fisico com fo?te-internioif !

energia @ chamado‘siste@aoatlvo, caso i
ari istema e passivo.

trar;z Sms:istema en respoita a uma entr%
da continua r(t) 45 uma sa1d§ contlngst{ :
c(t), Fig. 1.8a, e chamaéo'51stem§ co £
nuo e o seu modelo matematlgo seif con A
tuido por uma ou mais equagoesdl_ereni a_.

Se um sistema em resposta a uma en)r -
da discreta {rk} (seqiencia de numer:suan_
der uma saida discreta {Ck} (outra segq

cia de nimeros) & chamado sistema discreto
ou digital, Fig. 1.8b, e seu modelo.matezi
tico sera constituido por uma ou mais equa
o i initas.

oes a diferengas fin i

£ Se o sistema em resposta a um . 51325

i i ou vice-
continuo der um sinal dls?reto Boyioetver
sa, ele sera chamado de sistema hi .
’

F\f F\/\ r.” u'.-""-..
X
t X
T H 1 T 1

X inteiro
tema Cx
eto

()

rt) clt) "x

Fig. 1.8

Em toda 'a obra sera nossa preocupagao_
a analise e .a sintefe de sistemas conté
nuos, discretos e hibridos, com enfa§e -
maior nos primeiros, so?retudo nos linea
res concentrados invariantes com o tempo.
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Observemos que uma vez modelado métemi
ticamente um sistema, podemos fazer o estu
do analitico de sua dinamica atraves da so
lugao do seu modelo em resposta a certos
tipos de sinais de excitagao conveniente -
mente escolhidos. De qualquer forma sera
aconselhavel o uso de um computador analo-
gico, digital ou hibrido para um melhor en
tendimento e certamente uma sintese mais
conveniente da dinamica desejada para um
sistema.

Sistemas anilogos sdo aqueles com o mes
mo modelo matematico. -
Sistemas causais ou nao antecipativos sao
aqueles cuja resposta nao depende de wva
lores futuros da entrada. Observamos que
todo sistema realizavel fisicamente e
nao-antecipativo.

1.3 Sinais de entrada em sistemasg

Um sistema pode ser submetido a entra-
das deterministicas que em cada instante
de tempo tomam um valor especifico e pre
visivel, exprimiveis analitica e/ou grafi

camente, continuas ou discretas. Neste caso
podemos idealmente ter realizacoes suces -
sivas identicas do sinal de entrada, Fig.
L.9a. Ele também pode ser submetido a entra
das aleatorias que so podem ser expressas em
termos probabilisticos. Neste caso cada -
realizagao serd diferente e aleatoria, Fig.
1.9b, embora possamos liga~las por uma lei
de probabilidades.

Como de modo geral & impossivel prever
todas as entradas que serao aplicadas em um
sistema, em toda sua historia (e nem isto e
necessario), a atitude a tomar &€ a de estu-
dar o seu comportamento enm resposta a cer-
tas entradas especificas, que podemos dizer
padronizadas ou de teste, e que permitam

rit) rit)
REALIZAGAO n
t

r(t) rit)

REALIZAGAO 2

rit) rit)
wary aaVa Vi
| U

i
@ )ENTRADA DETERMINISTICA b) ENTRADA ALEATORIA

Fig. 1.9

comparar, modificar, idegtif%car e projetar
racionalmente SiSCEEES.dlnamlcOS.'

Dentro deste espirito as segulntes en
tradas sao frequentemente usadas para ana}i
sar e/ou testar um sistemé,_por serem facil
mente representaveis analiticamente, bem
como geradas fisicamente:

a itari ngao de
a) Fungao degrau unitario ou fung

Heaviside:
1 t>0
AT
P = u(e) ol 20
b) Fungao rampa unitaria:

ot t>0
r(t) = tu(t) by £<0

N

¢) Fungao parabola unitaria:
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-1 2 2
r(t) ot U(t)é {g /2 £>0
t<0

Q) peo o~ - .
) Fungio sarie de poténci
as:

r(t) = {aO + alt + a2t2+

; e t>0
tg<0
represent i
adas na Fji
Fig. 1.10
[
ﬂ I
at ‘
. i
F(th uft) : \
o
1
t
. ) 2 it
j dt T‘z
. 1
oo S : :
o

a
garthUIareS . u1tis anteriores gio casos
a por int o vesseis g
o5 da pode ser

e §0es sucessi tans

Sucessivamente somadasvaS i comstan-
e) Funci i .

$40 senoidal: r(t) = A

f) Fung¢ao ip e

: pulso itari
ta e pilo Souls unitario oy fungao del-

r (t) = S(t)

Sentamos (¢} ente na Fig. 1. 11 e ue,
simb lica g q

por defllllc)a(), te dL“aQaO “U]-a’ ampllt:Ude

nrini a, area un e no

inf{ t o ltaria e apllcada 1
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® ,
arec

1.4 Linearizagao

Normalmente os componentes de um sis
tema sao nao-lineares. Contudo um bom mode
lo para os mesmos ou para todo o sistema
podera ser linear. Tanto assim que as
teorias classicas de circuitos e mecanica
das vibracoes, para exemplificar, sao fun-
damentadas e bastante ilustradas em termos
de parﬁmetros concentrados lineares. Outras
vezes somos obrigados a fazer modelamento
nao-linear de um sistema e chegar a equa-
¢oes diferenciais nao-lineares, geralmente
mais dificeis de resolver e de permitir ge
neralizacdo de resultados, dado o fato de
a superposicao ndo ser aceitavel.

Contudo, quando as relagoes nao-line -
ares sao fungoes que variam suavemente, e
admissivel (por terem sido ou se esperar
que sejam verificadas por experimentos) a
utilizacao de aproximagoes lineares bastan
te simples, em termos do desenvolvimento
em serie de Taylor em tormno de um ponto de
operagaoc de referéncia e da utilizagao ape
nas dos seus termos lineares. Este e um
procedimento comumente usado em Engenharia
e ciéncias experimentais sem que se de a
dimensao exata de sua importancia, e @ a
essencia do metodo das perturbagoes, que
ilustraremos. Nunca & demais insistir que
todo modelamento repousa em verificacgao
experimental e que quando o modelo nao ser
vir, certamente a falha mnao sera do mesmo.
E obvio que se fizermos uma linearizacgao
em torno de uma condigdo de referencia, e
que se a mesma variar muito, nosso modelo
perdera a validade.



se e sintese de sistemas hidraulicos s

Pneumaticos, eletronicos, elétricos, meca.

nicos e Outros repousa na simplicidade e

na utilidade resultantes da linearizagio

de sistemas nao—lineares, seja no modela -

mento analftico a Priori dos componentes ou
a_

do proprio sistema, seja no modelamento ep

pirico a pPosteriori, a Partir das curvas de
~= _POSteriori

operacao.

gente, se a variavel de entrada X(t) nao se

que se fizermos eésta hipotesge devereémnos pro
jetar de forma a que isso ocorra. Caso con-
trario estaremos partindo de uma falsa pre
missa. Em particular, Para sistemas de con-
trole com realimentacio, 2 linearizacio ten
se mostrado utilissima, dado que, por hipg=
tese, um bon Servo-sistema nao deve permi -
tir grandes diferengas entre a entrada e a
saida e, no €aso particular de regulacgao, g
entrada e fixa, dopnde também & o pontge de
operagao.

YO). Utili

Zaremos a seguinte convengao:as letrag mi
niscnlas indicario a variagao das variaveig
(ou parametros, quando for o caso) designa-
das por letras maiusculas, em relacao ao

Podemos expandir a funcao v= F(X) em
séerie de Taylor, en torno do ponto de refe-

rencia (XO’ YO):
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X - X))
+ 4Y - +
I x=xg b
X f
x -
a’y R
A x A
ax® | x=x
x.y)
Fig. 1.12

’x

se utilizarmos todos os teé
infinita teremos a forma >
infelizmente a mesma se

se desprezarmos todos

Obviamente
mos desta serie
exata de Y, mas

- o S u ta
o= e o

rmos nao-lineares bteremo O que es
os te o

mos procurando, ou seja, uma aproximagao em

orno o onto ope ao u sera boa
t d de e e
P t perag q
ara um POHtO (x,i) suficientemente proximo
P

d (X.,Y.). Podemos escrever Y como:
) e Ty o+ y, onde o erro e deve
=Y, s

Y = YO +y + e
Fazendo:

ra ser pequeno.

ar|
dx | X=X,
implesmente,
- X.), ou simp
: =Y.  + m(X 0)s
temos: Y 0
a arias
Vo mﬁ. aso de termos uma fungao de var
o ¢

variaveis independentes:
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Y = F (X Xz,...,X ), a expansao em serie
de Taylor dara uma aprox1magao linear em
torno do ponto de operagao PO_(YO’XIO’XZO ,

30"’ nO)
Escrevendo:

Y=Y, + 7y

0
Xy = Xt x
Xy = Xy0 * %y
Xn = XnO *ox
Temos:

Vo= F(X g:Xp0s-0eX o)+ 5%

ou simplesmente: y

onde Y

0

i

F

= c xl

(XIO’

1,2,...,n

L

Exemplo. Obtenha uma aproximagao linear
para a equacao Y= X

vizinhangade X

10

1%

10 e X

’

20

para valores na

20.

Determine

21

o erro quando usamos esta aproximagao para

X1 =12 e X2 = 21.
Y 5
=21 = 2 = = 20
¢y BXl X1 2X10
0 0
.0 -
c2 =3 = 1
0
y = 20 Xl + X2
Para E 2 e X, = 1 teremos y = 41 e,
como YO = 120, Y = 161.
0 valor exato seria: Y = 165, donde o

erro & de 4 partes em 165, ou seja, menos
de 37%.

1.5 Modelos lineares de sistemas continuos
com parametros concentrados

Os sistemas cujos modelos sao equagaes
diferenciais lineares ordinarias invarian -
tes com o tempo Serao noOsSsa preocupacao fun
damental e, quando falarmos em sistemas 11
neares sem sermos mais especificos, ficara
implicito que nos referimos aos sistemas -
acima citados.

A solucgao geral de uma equagao difenci
al linear ordinaria € a soma da solugao da
homogénea associada com uma solugido particu
lar. Os termos da solugao geral da equacgao,
que desaparecem conforme a variavel 1ndepen
dente t (para nos o tempo) tende para o in
finito, podem ser considerados como consti -
tuindo a componente transitoria da solugao,
enquanto que 0s termos que permanecem CONS
tituem a componente de regime permanente da
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solugao. Na linguagem de sistemas falaremos
simplesmente em resposta transitoria ou de
regime transitorio e em resposta de regime
ou de regime permanente quando nos referir-
mos as componentes acima. No Cap. 2 introdu
ziremos o conceito de estabilidade e entag
seremos mais rigorosos.

Consideremos a equagao diferencial 1i
near ordinaria a coeficientes constantes de
ordem n, que & o modelo matematico de um
sistema linear continuo a parametros concen
trados invariantes de ordem n:.. -

n n-1
D
a Dic(t) + a D c(t) +...

L(D) c(t)
+ alDC(t) + aoc(t)

Dm—lr(t) + oL,

b D"
o r(t) + bm_1

+ ler(t) + bor(t)

N(D) r(t) = f(t) nzm

ou, simplesmente:
L) e(t) = f£(t) {(1.1)
onde D = d/dt e o operador diferencial,
L(D) = a D" + cout oa
n
N() =1bDd%...+ b
m

sao operadores lineares e c(t) & a solugao
Ou resposta do sistema a entrada r(t). Em
particular, se f(t) = bor(t), diremos que

temos um sistema simples de ordem n.

Pelo metodo dos coeficientes a deter-
minar solucionamos equagoes diferenciais
lineares ordinarias invariantes,ref.|C-3],

Portanto, para sistemas lineares inva
riantes sem maior rigor podemos dizer:

a) A solugao particular ¢ @& a componente

de regime da solucgao dg equagao diferen
cial, resposta de regime ¢c_, e a solu-
gao complementar ¢, & a cofiponente tran
sitoria da solugao, resposta transito -
ria e

b) A resposta de regime tem a mesma forma
que a fungao forcante f(t).

c) A forma da resposta transitoria depende
somente das ralzes da equacgao caracte -
ristica.

Neste ponto & conveniente que vejamos
e classifiquemos sistemas lineares simples,
dada sua importancia, simplicidade e gran-
de ocorrencia.

1.5.1 O sistema de ordem zero

E aquele cujo modelo(l.1) & tao sim -
ples a ponto de a equacgao diferencial ser
de ordem zero, ou seja, meramente uma equa
¢ao algebrica: age = b,r.

Embora tenha dois parametros, pode -
ser caracterizado por apenas um, que defi-
nimos como_a sensibilidade estatica do sis
tema: K = 0. Desta forma temos o modelo

20

¢ = Kr (1.2)
Como a eq. (1.2) @ algébrica, & evi -

dente que independentemente da forma do si
nal de entrada, a saida do sistema a repro
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duzira perfeltamente, sem nenhum atraso ou
dlstorgao. Ou seja, o sistema ja responde
em regime, sem passar pelo transitorio.
Portanto, o sistema de ordem zero represen
ta o desempenho dinamico ideal, pois & um
sistema instantaneo.
Exemplo. O termopar e exemplo caracter{sti
co de sistema ou instrumento de ordem zero.
Trata-se de um transdutor de temperatura
comumente empregado, particularmente em
sistemas de controle. O termopar transfor-
ma, isto E, transduz temperatu:a;pm volta-
gem. I

A voltagem termoeletrica desenvolvida
em uma jungao nao varia linearmente com a

temperatura, mas pode ser 11nearlzada sobre
um intervalo. Para usar uma Jungao termoele
trica com a finalidade de medir temperatura,
ha necessidade de mals de uma Jungao, cada
uma produzindo sua propria tensao e precisa
mos considera-las todas. Na Fig. 1.13 apre-
sentamos um termopar de ferro- constanta com
a Jungao fria J_ mantida em T = 0° C, e com
a juncao quente sendo utilizada para medir
a temperatura T, bem como sua curva de cali
bragao estatlca. Podemos escrever o seguin-
te modelo:

Curva de calibragdo estdtica de

Constaonta o4 um termoper de ferro

constantd
eIKT

K:0,052mv
9 0. 3

1 A 1 1 - 1 i 1 1
'0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 T
(¢
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K = 0,0052 BV

~ o
onde T e em C e e em mV.

Se examinarmos este dlsp051t1vo mais deta -
lhadamente veremos que ele nao constltulra

sempre um sistema de ordem zero; este e ape
nas um modelo matematico aplicivel a muitas
das utlllzagoes deste transdutor. Poréem, em
muitas outras apllcagoes,o modelo de ordem
zero nao sera satisfatorio.

1.5.2 Sistema de 12 ordem
E aguele cujo modelo & da forma:

ach + age = bor.

Embora tenha tres parametros, pode -
ser caracterizado por apenas dois que defi-
nimos como
1 A constante de tempo;

o)

T =

o'
o
e

sensibilidade estatica.

~
I
|
o

Desta forma podemos escrever o modelo
de um sistema de 1= ordem como:

(T + 1)c = Kr (1.3)

Observamos que para sistemas (1.1) -
simples, de qualquer ordem,a partlr do esta
do de repouso, a saida de reglme em respos-
ta a um degrau unitario sera sempre

K=1¢ =5b/a,, porque todos os termos com
r o’ %> Pord
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derivadas na equagdo diferencial serio  nu
los para o sistema em regime. -
Exemplo. Modelamento pelo método das pertur
bacoes. Consideremos um reservatdrio cilin-
drico aberto de segao trahsversal de area A
com duas tubulagoes de entrada de fluido e
uma desaida.Suponhamos que as vazoes volumé-
tricas Qise alterem pela manipulagao das -
valvulas X, X, e X3 onde X, representa a
abertura da valvula i. Designemos o nivel

do tanque por H. Suponhamos que as pressoes

a montante das valvulas X1 e X2 correspondam

véivula X,

T
i 1)
aibiib

Fig. 1.14

respectivamente a alturas manométricas H1 e
H2 € que a pressao a jusante da vilvula X3

seja a atmosférica. :
Supondo que o fluido seja um 1iquido
incompressivel de densidade p e fazendo um
balango de massa durante um intervalo infi-
nitesimal de tempo dt, temos, para o tanque:

massa que entra massa que sai
durante dt durante dt

massa acumulada no
tanque durante dt

27
p (Q1 f Q,) dt - PQ dt = pAdH
= - 1.4)
A T Q- Qg (

Podemos exprimir as vazoes de entrada

por:
= - = X 1.5)
Q = ¢ x, YH - H Q (H,H,,X.) (
= / T = (1.6)
Qp = Cp%y ¥V Hy Qp (HysXy)
onde vemos que, pelo fato de Q entrar  na
parte inferior do tanque, ela e funcgao de

H e dizemos que ha um efeito de auto-regula
250 do tanque, o mesmo nao sucedendo com a
vazao QZ'

Analogamente podemos modelar a vazao
de saida por:

Qq = c3x3/ﬁ‘= Q3(X3,H) (1.7)

- . . -
onde C. e uma constante empirica para a val
i

vula X,.
i

As equagoes (1.5), (1.6) e (1.7) mos-
tram que as vazoes sao fungoes nao-lineares
das alturas H, e substituidas em (l.4) dao

i

como modelo matematico para o processo uma
equacao diferencial ordinar?a nao-linear. .
Este modelo pode ser linearlzgdo pela apli
cacao do método das pertuFb§99es pelo qual
supomos que a um sSistema inicialmente em
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:gutllbrlo aplic?mgs Peéquenas perturbacgoes
I torno da condicao de equilibrio de refe-

rencia.

Por simplicidade consideremos H, » g

constantes. Na
Qlo’ QZO’ Q30’
constantes,
Usando 1le
as pequenas p
em serie de Ta
referéncia tem:

Q = Q0

1 2

condigao de referencia temos:

H X
107 %200 X3¢ Hy e H,
miEﬁsculas para exprimir
‘bagoes e desenvolvendo -
em torno da condigao de

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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Como para o sistema na condigao de referen
cia de equilibrio temos: :

Qo * 9y - Q30 0 (L.11)

de (1.4), (1.8), (1.9), (1.10) e (1.11)
obtemos:

ADh + (Cg = Cg) h = C,x+

v Cgx, - Cyx, (1.12)

que €& a equagao diferencial que rege o com-
portamento do tanque em torno da condicao
de operagao. Podemos representa-la na forma
padrao como:

(T D+ 1) h(t) = K_x + szz + K3x3

171
onde: T =-—A_ 3 a constante de tempo do
Cg = C5 processo.
C
Kl =% § a sensibilidade estdtica re
Cs - CS lacionando a entrada x1 a
saida.
C
K, = —© 2 4 sensibilidade estatica re
2 Cq - Cc lacionando a entrada x, a
saida.
C
K, =-—' & a sensibilidade estatica re
3 Cg - C5 lacionando a entrada X4 a

saida.
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Exemplo. Termometro de liquido em vidro. Su-
ponhamos que para medir a temperatura T_ de

£

um fluido utilizemos um termdmetro de liqui

do em vidro. Podemos encara-lo como um ins-
trumento ou sistema, que em resposta a
trada T_, da como saida o deslocamento X do
fluido "do termOmetro no seu tubo capilar.

Em linguagem de sistemastemos um transdutor
que transforma temperatura em deslocamento.

capitar

Fig. 1.15 /

0 calor & transferido para o fluido do
termdmetro POTr um processo que suporemos -

pPossa ser modelado pela lei de resfriamento
de Newton. Esta lei afirma que o calor
transferido de um fluido a outro, atraves
de parede solida fina, & proporcional a
area de transferéncia de calor e a diferen-
¢a de temperatura.

Supondo que o capilar & desprezivel em
relagao ao bulho, consideremos a conserva -
¢ao da energia sobre um intervalo infinite-
simal de tempo dt para o bulbo:

calor que entra no

calor que sai do
bulbo durante dt

bulbo durante dt

en
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calor acumulado no
“ | bulbo durante dt

Empreguemos as seguintes notagoes:

U = coeficiente total de transferencia de
calor através da parede do bulbo. .
Ab = area de transmissao de calor da parede
do bulbo. o
T, = t:mperatura do fluido no bulbo; Tb =0"C
b quando X = 0, por construgao:
X = deslocamento do fluido no capilar a par

tir da marca de referéncia.A
= densidade do fluido do termometro.

p - .

C = calor especifico.

o = coeficiente de expansag cubica diferen
cial do fluido do termometro e vidro
do bulbo.

b = volume do bulbo.

A = area da segao transversal do tubo capi

¢ lar.

T = temperatura do ambiente envolvente.

a

—0O= 7 T
Portanto, UA (Tf - Tb)dt 0 pVb c d b’

b
que podemos escrever CoOmo:
d T
b,y = UAT (1.13)
VpPC gt UART, ble

A obtencao do modelo (1.13) envolve as
hipoteses:

a) Tf ¢ uniforme.

b) Nao ha perda de calor do bulbo para » Z
corpo do termometro por con@ugao.. ar_
isto & necessario que © §1u1d9 cuja tem
peratura Tf queremos medir seja agitado



c)

d)
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de modo que os gradientes de tempera
tura no corpo do termometro sejam peque-
nos. Pela mesma razao devemos mergulhar

suficientemente o termdometro no fluido e
a temperatura T, nao deve ser muito dife

rente de Tb e Tg. Além disto o corpo do

termometro deve ser de material mau con-
dutor de calor e de Pequeno diametro.

A transferencia de calor se processa so-
bretudo por convecgao, donde o emprego
da lei de Newton do resfriamento. Contu-

.do, em lugar do coeficiente de filme h,

empregamos o coeficiente total U obtido

empiricamente.

A parede e os filmes de cada lado do bul
bo sao resisténcias puras 3 transmissao
de calor sem capacidade de armazenamento

de energia. Para que esta hipotese seja
valida e necessario que a cédpacidade de
armazenamento de calor da parede de vi

dro e dos filmes fluidos seja pequena em
comparagao com a do bulbo. Caso contra -
rio terfamos mais de um armazenamento im
portante e seriamos levados 3 obtengao
de um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias como modelo de nosso instru -
mento. O problema poderia ainda exigir
um modelo ainda mais complicado se nao
pudessemos concentrar os efeitos de acu-
mulagao e de dissipacao, mas se tives
semos de considera-los distribuidos. '‘Nes
te caso nosso modelo teria de levar em
conta variaveis independentes espaciais
em adigao ao tempo t.

Contudo testamos o modelo no laboratédrio
e verificamos ser adequado e simples. Se
no projeto do instrumento todas as hipo
teses formuladas nao forem conveniente -

I
i
i
i
l
!
i
{

e)

£)

g)

h)
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mente consideradas, e evidente que nosso
modelo sera totalmente inconveniente e
esta & uma preocupacao geral a ser leva-
da em conta. )
Apesar das hipoteses formulaéas acima, o
modelo pode exigir uma solucao mais com
plexa se um ou mais coeficientes da eq.
(1.13) for variante com o tempo. Quere -
mos utilizar métodos de anilise bem conhe
cidos por motivo de simplicidade. Pode
mos fazer na analise e realizar no proje
to hipoteses adicionais que nos permitam
ter um modelo invariante com o tempo.
Para isto sao feitas as hipoteses adi
cionais:

0 coeficiente total U de transmissao de
calor & constante. Na realidade os coefi
cientes de filme e a condutividade da Pa
rede do bulbo variam com a temperatura ,
mas nao muito, desde que a temperatura -
nao varie consideravelmente.

A area Ab de transmissao de calor e cons

tante. De fato, ela varia, pois a dilata
gcao & essencial para explicar_o funciona
mento deste sistema, contudo & suposta
desprezivel.

A massa do fluido no bulbo & constante .
Na realidade ela nao &, mas se o capilar
for fino e o bulbo grande, sua variacao
sera praticamente desprezivel.

0 calor especifico C & constante. Na
realidade ele varia com a temperatura ,
mas esta variagao & desprezivel para pe
quenas variagoes de temperatura.
Portanto, com as hipoteses feitas, temos
um sistema linear de 1= ordem invariante
com o tempo:
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+ =
(™ + D1 =1, (1.14)
onde:
V. pC
b
T = 5 K = 1
UAb

Para o termopar, por exemplo, poderi -
amos chegar a um modelo idéntico se tives -
semos levado em conta a transferencia e o
armazenamento de calor. Como ja dissemos, o
melhor modelo s6 pode ser obtido experimen-
talmente para cada caso especifico.

- Voltando ao caso do termBmetro, para me

uma coluna liquida no interior do capilar .
Adotaremos aqui um modelo algébrico, despre
zando os atrasos mecanicos envolvidos no mo
vimento do 1iquido no capilar, ou seja, des
prezando sua inercia, bem como os atritos
pPara supo-lo um sistema instantaneo. Em re-
Sumo, supomos que o transitdrio mecanico se
ja desprezivel em relagdo ao transitorio =
térmico.

Com isto podemos éscrever para o volume
V do fluido termométrico:

vV = Vb (1 + aTb), donde temos um novo exem-

plo de sistemas de ordem zero:

aVv

A s
c

(1.14) permite eéscrever para o transdutor o
seguinte modelo de 12 ordem:

X = K'Tb, onde K' = que combinado com

(tD + 1)x = K'Tf
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com entrada T; e saida X, Fig . 1.16.

Xx{t)

Tt termometro de liquido em vidro
—_— -

Fig. 1.16

- . . emos
i i letrico RC. Consider
Exemplo. Clrcu1t9 e c i mos
0 circuito elétrico da Fli. }é17 ;Zigi?Z
e i ecido,
alem de simples e con c L
izé se faca analogias de sistemas qualsquer

R .-
7 — R

V21 C= capacitdncia

com sistemas elétricos. Como:

v, =RiL + 1 [ idt = (R + 1 ) i
1 C ()
v, =1 1

2 o

temos: (RCD + l)v2 = V1

(tD + 1)vy = v;, onde 7= RC, K = 1.
Exemplo. Reator quimico. Suponhamos uma

. o
Imi em um recipient
reacao quimica ocorrendo
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de volume V bem agitado e de tal forma

que
tenha temperatura e composigao uniformes 3
Fig. 1.18.
{ reator com .
o cgitader | — Fig. 1.18
¢ ca
Sejam:
ra(t) = concentragao de entrada de um reagen
te A no instante t.
ca(t) T concentracao de saida de unm reagen-
te A no instante t.
q, = vazao de eéntrada (volumétrica)de um
a reagente A,
a, = vazao de saida (volumétrica) de um
a reagente A.
v = taxa de reagio. /

De acordo com o modgﬁo de Guldberg—Waagel
para temperatura constaﬁte, a taxa de uma
reagao quimica simples & Proporcional ao -
pProduto das concentragoes das virias subs —
tanciasg reagentes. Para uma reagao simples,
homogeénea, irreversivel entre dois componen
tes A e B (reagentes) para formar C e )
(produtos de reagao) temos: A + B + C 4 D.

De acordo com a lei de Guldberg—Waage
teregos eém qualquer instante a taxa de

b
onde k & a constante da taxa de reacao, de
pendente porém da temperatura, de acordo com

a lei empirica de Arrhenius:

-9
k = Ee RH

onde: 6 = temperatura absoluta (OK)
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= ia de ativagao
Q = energla cal )
R = constante dos gases (1,98 L
mole C
E = constante

as 3 ultimas sao constantes para
um dado sistema

a dece
Uma reacgao cuja taxa de reagao obe
a equacgao:
= c
v k a .
a = ordem.
¢ definida como uma reagao de 1= o
Uma reagao em que:
m P
= c
v k . b

den=m+ p e, por definigao, uma riagao
on = .
de ordem n ou de ordem m em relacao

lagao a B.
de ordem p em re i
Observemos que a palavra ordem, Zghsma
PR

usada em cinética quimica, nao tg? neHCia1
relagao com a ordem da equagao di errdem
Supondo que temos uma reagio de : ;assa
i ermi ndo um balango
isotermica e faze C s
para o componente A durante o interval
finitesimal de tempo dt temos:

e

e

in-

quantidade do
reagente A que ~
sai do tanque
durante dt

quantidade do
reagente A que -
entra no tan-
que durante dt

quantidade do
reagente A que
e acumulada du
rante dt

quantidade do
reagente A que =
desaparece du-
rante a reagao




q - q -V =_i_ — d
i voae (e = Vg e

a a a a

Considerando V constante e q = =
r

a a
d
c

qr_ - qc_ -~ V =
a a kca v It s

VD
e, * (q + Vk) c, = ar,

ue
q podemos colocar na forma padrao:

(td + =
1) Ca Kra, onde: T o= v

T+ vk

K =

9
q + Vk

1.5.3 Sistema de 28 ordem

E aquele j
Cujo mode
forma: a D2¢4, e 4 alo

apres a
P entar quatro Parametros, pode ser

racterizado
POT apenas e
forma padrao: tres e colocado

© Pode ser posto
Orborque, apesar

na
de

nao

2
D + 2zw D 2. - 2
C n c + wnc = Kwnr
onde: a Wenci
w 4 _0 _ freqiencia natural
a, amortecida,
z b 1
= = fator de amortecimento.
02
K A bO P e
84 0 _ sensibilidade estatica
. .
¢}
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Exemplo. Na Fig. 1.19 apresentamos um siste
fla mecanico cujo modelo matematico apesar
de bastante conhecido merece uma discussao

breve. Consideremos um sistema massa-mola

Kx mX bk diograma  de

x ! b corpa livre
0 o

simples, sem amortecimento. Por hipotese a
mola & um elemento linear com duas extremi-
dades cuja forga reativa @ proporcional ao
deslocamento relativo das duas extremidades
e sempre oposta a este, com coeficiente de
proporcionalidade k definido como sua rigi-
dez elastica. Se a mola estiver com uma
das extremidades fixa em um_apoio rigido,

Fig. 1.20a, a forga_de reacao da mola sera,

Fig. 1.20b, na regiao linear fm = —kxl. Se

adicionarmos uma massa, Fig. 1.20c, a mola,
sofrera um deslocamento A devido ao peso
P = mg, que chamamos deslocamento estatico.

Supondo uma posigao de equilibrio (0), posi-
gao de equilibrio estatico, obtemos do dia-

grama de corpo livre da Fig. 1.20d:

mg - kA = 0 (1.16)

donde: k = B8
A

Se aplicamos, por exemplo, uma condigao
inicial, este sistema entrara em movimento
e, supondg que 0S Vetgreideslgcamento X, Ve
jocidade % e aceleragao x estao orientados
no sentido de x, podemos escrever a equgggg

do movimento para este sistema em relagao a




/

E3Y

posigao de equilibrio estatico, pela aplica
¢ao do Principio de D'Alembert que nos diz
que "um corpo em movimento estd a qualquer
instante em equilibrio dinamico, ou seja, a
soma de todas as forcas que nele atuam, in
cluindo a forga de inércia, que sempre se
opoe a aceleragao, & nula". Do diagrama de
corpo livre da Fig. 1.20f temos:

mx + kx = 0 (1.17)
ideéntico ao modelo que obteriamos se medis-
semos os deslocamentos em relacao 5(&% este
apresentando o inconveniente de exigir a
inclusdo de peso P. Neste caso, do diagrama
de corpo livre na Fig, 1.20g, terTamos, apli
cando o principio de D'Alembert:

m;l + kxl - mg = 0 (1.18)

Como X1 S+ 4, 2. =%, X = % de (1.18) e

(1.16) obtemos (1.17).
Por esta razao sempre fequacionaremos siste-
mas mecanicos em relaGao 3 posigao de equi-
librio estatico que indicaremos pela conven
¢ao (0) apresentada na Fig. 1.19. -

Modelemos o sistema da Fig. 1.19 onde ,
por hipoteses, existe um amortecedor do ti
PO viscoso, que tem um modelo linear para a
forga de reacao que & proporcional 3 veloci
dade relativa de deslocamento de suas extre
midades com fator de proporcionalidade b
coeficiente de atrito viscoso.

Aplicando o principio de D'Alembert te-
mos: mx + bx + kx - r(t) = 0, donde

mX + bx + kx = r(t)

onde r(t)aé & entrada e x a resposta do sis
tema de 2% ordem, que podemos colocar na
forma padrao:
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2
2 = Ke 1.20)
(D2 + zcwnD + wn) x(t) = Kwnr(t) (

o
5
o
®
=
1
=
e
B
1
ﬁ
®
Y
1
N
N o
-
=

posicdo de
equilibrio
estdtico

a
ka
2
x
g-aceleragdo Pzmg

1
da grovidade  yiooama ge
e} corpo livre
K d)

Exemplo. Termametzo em um pogo protz;gﬁérSe
colocarmos o termometro, ou outro m e -
de temperatura com constante de tempde godi
ciavel, em um pogo protetor teremoi de modi
ficar o modelamento que flzemgs an se ormen
te. Neste caso temos transferenC}Z o calor
do fluido para o pogo com um_flui oSfere ne
didrio (ar ou oleo), que entao t;én erg 2
lor para o fluido termometrico, Fig. L.
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Aplicando a primeira lei da Termodinami
ca para o pogo temos:

falor que entra

) calor que sai
durante dt (

durante dt ) =

- calor acumulado)
durante dt

UlAl(Tf - Tp) dt - U2A2(Tp - Tb)dt =

=M C:d
PP TP (1.21)

Analogamente, aplicando a primeira lei
da Termodinamica para o bulbo, temos:

U A (T - -0 =
28, (T, - Ty de -0 M, CdT, (1.22)

Eliminemos T_ destas duas equacoes. De (1.21)
e (1.22) P

ar, / dT

U,A (T, =~ - — 2 P

1 l( £ Tp) Mbcb T MPCP : (1.23)
De (1.22):

T =T + Mbe iEE

P b Uy,A, dt ) (1.24)

que diferenciada em relagao a t nos da:

A % (1.25)
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para parametros constantes em relacgao a t.
De (1.23), (1.24) e (1.25):
dT
- U A - b
UrhyTe 1417 141 0,5, dE b
dIb M C_ M,C dzT
=M C F + P b b b
vr Ushy  ar

P b b
UZA2 dt

A dTb T
Uphy

Portanto, o modelo relacionando a entrada

E Tf a saida Tb sera:

t 2 A, +
& + (M _C U A, + M CTU,
i M, CoCp DTy (M,C 0,4, b b 272

+ M C U, A, ) DTy + U U A AT,

= UlUZAlAZTf

que podemos colocar na forma padrao:

2 B 2
(D2 + ZCwnD + wn) Tb = Kwan
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2 _ U1V A48y

Mp b pCb
M CU
2ce = opopUafta * MpCpUshy * MpCpU, A
n Mpr C Cb
Exemplo. Consideramos o circuito RLC da

Fig. 1.22 cujo modelamento & certamente -
muito familiar ao leitor. Desejamos obter o
modelo relacionando a tensao de entrada v,

com a tensao de saida v, Como

Y /z> cj[ r Fig. 1.22

= L, . 1
vy (R + LD + o) i, v, =%pi

2
temos: (L (
(LCD® + RCD + 1) vz(t) = Vl(t)

2 25
D% + 2 v 2
( CwnD + wn) vz(t) = Kwn vl(t)

onde: K = 1, w2 =L e 2 - R
n Cwu L

1.6 Desempenho transitorio de um

siste
2 ordem ma de

A resposta a um degrau unitario & _geral
mente usada para analis > identifica ao
sintese de sistemas por sua 31mp11c1§ade N
tanto em trabalho analitico como experlmen:
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tal. Como a resposta depende de cada conjun
to de condlgoes iniciais, para permitir a
comparagao entre as respostas no tempo de
varios 51stemas, € necessario considerar -
condigoes iniciais padronizadas e certamen-
te o padrao mais natural e que adotaremos
para caracterizar o transitorio de sistemas
€ a resposta ao degrau unitario de um siste
ma originalmente no estado de repouso, comu
mente chamada de resposta indicial.

Para estabelecer os criterios de desem-
penho , determinaremos e analisaremos a
resposta de um sistema linear de 22 ordem
dada sua ocorrencia e importancia, sobretu-
do porque a dinamica de um grande nimero de
sistemas pode ser aproximada pela dinamica
de 22 ordem por um projeto conveniente, como
teremos ocasiao e necessidade de fazer em
nosso trabalho. Aléem disto, este & provavel
mente o sistema mais conhecido e que permi-
te o entendimento e a espec1f1ca§ao do com-
portamento transitorio de uma maneira sim -
ples.

. . a
1.6.1 Sistema linear de 2- ordem: resposta
indicial
Determinemos a resposta indicial do
sistema:

T+ 2zw & + mzc = szr, c(0) = 0, ¢(0) =0,
n n n

r(t) = u(r) (1.26)

Pelo metodo dos coeficientes a determi-
nar assumimos uma solugao partlcular (solu-
¢ao de regime) do tipo da fungao de entrada,
no caso uma constante, cr = Kl. Portanto:

¢ =0ec = 0.
T r
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Substituindo em(l.26) obtemos para t30:

mzK = sz, donde ¢ = K, que & o valor fi-
n 1 n r

nal ou de regime da resposta.
Para determinar a solugao transitoria -

admitimos uma solugao do tipo exponencial
At ~ -
e para a equacao homogenea, obtendo a

equacao caracteristica:

2 2
AT+ 2CwnA tw =0 (1.27)
cujas raizes sao:
A= - zw touw ¢ -1 (1.28)

e cuja natureza depende do fator C:
a) £ < 1 amortecimento subcritico
b) £ = 1 amortecimento critico

€) & > 1 amortecimento supercritico

Sistema subamortecido (z<1). Neste caso as
raizes sao complexas conjugadas e podemos
escreve-las na forma:

A= - Cwn:jwn\/l =o+jwd (1.29)

onde:g = - Lw, € a parte real de ) e

2 . s = .
4 w 1 -z € a parte imaginaria
de X.

que plotamos no plano complexo A = g + juw,
Fig. 1.23, e que nos mostra imediatamente
como os parametros ¢ e Lu’1 influem sobre as

A
It

raizes da equacao caracteristica.
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jw
520
jwd
plano AZG+jw pig. 123
| -6
e —d-jwd
S0
- NP i, 5
w e a distancia da rai
Observemos que n © stancia da rgle
origem do plano A e que: -
A solucao transitoria sera:
At Azt ot
! = Ae sen (w,t + ¢)
= e
cp T he T Ty d

que vemos ser oscilatoria, com frequencia .
que definimos como a frequencia natura

Wy
amortecida do sistema de. i
a resposta completa do sistema sera:

22 ordem. Portanto,

-Cw_t
c (t) = K + Ae sen (w,t + ¢) (1.30)
¢ sdo determinadas

tes A e .
onde as constan Diferenciando

pelas condigoes 1iniciais.
(1.30):
_gmnt .t s o)+
é(t) = - Lo Ae sen d
-zw_t

1.31)
+ wy Ae o cos(uyt + ¢) (

Como c(0) = 0 e c(b)= 0 temos:

1

0 K + A sen ¢

B _ CwnA sen ¢ + wdA cos ¢
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—
A= K , ¢ tg ! \/1 -2 - cos Iy
Jr -2 ‘:

que levados a (1.30) dao a resposta indicial

do sistema subamortecido:

-fw_t
-k e v -1
c(t) = 1 JI_:NEY,sen (wdt + cos r)

(1.32)

Sistema criticamente amortecido (7 = 1).

Neste caso as Talzes sao reais e iguais:

Ay = A, = -z = -w € a resposta -
1 2 ¢ n n ’ post

transitoria seri:

-wnt ~w_t
n
c. = Ae + A te
t 3 4
que nao oscila pois os eXpoentes de e sao
reais. Neste caso a solugao completa sera:
IV —~w_t
c(t) =K+ A, e B 4 gy, D
3 N 4
“

Das condigoes iniciais obtemos:

0 =K + A3
O.= —wnA3 + A4
A3 = - K, A4 = - Kwn

Portanto, a resposta indicial do siste-
ma criticamente amortecido sera:

c () =R |1 -e ™ (1~ w,E)

i e caso
Sistema superamortecido (g > 1). Nest

as ra{zes sao reals e distintas:

1

2 = -
=w_(- ¢+ \[g© - 1) = ’

Al wn( 4 )

2 1

- -r- - 1) = - =—

)\2 = wn( C \[C T2

itori e a nao
e a resposta transitorila timbem sera'ma'
, tor: ima:
oscilatoria pela mesma razao dada ac

t
T

2
c, = Age 1+ Age

t
T

A resposta completa sera:

t -

t
c(t) = K + Age T, ¥ A6e T,

Das condigoes iniciais obtemos:

0 = K + A5 + A6
A A
oo ks, le
Tl 2
KT1 A = KTZ
Ag = = T, - T, 6 T

Portanto neste caso:
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i T, -
c(t) = K 1 - —= e 1 4+
1 - T
T, _E_
. — . T, (1.33)
1 2

As gurvas de resposta indicial do siste
ma de 22 ordem sao plotadas na Fig. 1.24 =
tendo como abscissa o tempo adimensional -

w t
nt» como ordenada a resposta normalizada

c(t)/K de maneira a isolar o efeito do para
metro f e permitir a observagdo de algumas
ceracgerlsticas interessantes para a dgt -
minagaodo seu desempenho. o

?ESPOSI‘A DO SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

C{P)‘ A ENTRADA EM DEGRAU UNITARIO
K
2,0 3:0,1
1,8 o3
e 0,707 \\
10
[ !
1.5
)
L2 r /
25
40+ :
0,8
[X:]8
o4
s ; e
; ‘—4‘0
1 L
2 3 4 5 € ? 8 9 o I 12 (3 14
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Vemos que o sistema subamortecido tende
mais rapidamente para o valor final, oscila
em torno deste, apresentando primeiro pico
maior que os demais, e tanto maior _quanto
menor [. Apenas para § = 0 a oscilagao sera
nao-amortecida, movimento harmonico simples,
com freqiencia w_. Por outro lado para > 1
o sistema leva mais tempo para atingir o
valor de regime pela primeira vez, embora
nao apresente picos nem oscile.

Dependendo da aplicaggo nao podemos to-
lerar oscilagao; por exemplo, o trem de pou
so de um aviao nao pode dar uma resposta =
oscilatoria a fim de poupar desconforto aos
passageiros. Por outro lado se desejamos
que o sistema responda rapidamente, como na
maioria das vezes, deveremos escolher um
sistema subamortecido, porém nao muito,para
que o pico nao seja exagerado. Portanto ha
sempre necessidade de um compromisso entre
velocidade de resposta e quantidade maxima
de pico tolerado.

1.6.2 Criterios de Desempenho

Para a avaliagao do comportamento do
sistema, utilizamos comumente os seguintes
criterios:

Tempo para pico maximo t e pico maximo nor
malizado M t.Vimos que o° pico maximo para

o sistema subamortecido e o primeiro. Deter
minemos o instante t_em que o pico maximo
ocorre. Derivando (1?32) e igualando esta
derivada a zero temos:

o -Cw_t
¢ n

&
]
~
l
=]

. sen (mdt + ¢) -

[s N
t




2L

—Cmnt
wye
~ ————— cos (wdt + ¢) =0
2
1 -z
~Zw t -
e n tw_ sen (w,t + ¢) -
n d wn L= CZ .
.cos (wdt + ) J =0
que permite escrever:
2
tg (Wt + ¢) jﬁ -z
z = tg ¢ o
/
. . /‘/v
satisfeita por: .t = 0, m, 2m,...

d
0 Pico maximo ocorre Para o primeiro va
lor apos zero, donde o tempo para o pico ma
xlmo tp sera

e =1 ta
= — 1.
P Wy 2 (1.34)
2T
onde Td = - perlodo de oscilacgao do tran
d sitorio.

Substituindo (1. 34) em (1.32) obtemos o
valor de pico maximo

K <1+ M V1 - CZ)

c =
P

Como o valor de regime da resposta indi

cial @ ¢_ = K, definimos o pico maximo nor-
. r
malizado Mpt como

(1.35)

que vemos ser uma medida do fator de amorte
cimento do sistema. Uma vez fixado o fator
de amortecimento, fixamos o valor do pico

maximo. Assim para ¢ = 0,4 teremos Mpt=1,254

Contudo, € comum a apresentagao do valor
de p1co maximo em termos apenas da quantida
de acima do valor final, no caso O, 254, e

mais comumente exprlmlndo esta quantldade
como uma percentagem do valor final:
para & = 0,4 o pico & de 25,4%.

Graficos de M e de outros parametros
em fungao de ¢ Psao dteis para a 1dent1-
flcagao e o projeto de sistemas e serdao -
apresentados no Cap. 2.

Decremento logarltmluo . Seja uma senoide
exponencialmente amortecida, Fig. 1.25:

-fw_t
X = Ae T sen (wdt + ¢)

| 12

—7 l \k// | ‘ t
t 12
I
Fig. 1.25
Como t, - t1 = Td e o periodo
sen (wdt1 + ¢) = sen (wdt2 + d).
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Portanto, a relagao entre duas amplitudes
maximas consecutivas e:

- 2
1 cwLty cw Ty Loy (61)
= = Ae = e = e d
2 -Lw_ t
Ae n 2
27mg
X /7 _ 2
I (1.36)
*2

0 logaritmo desta relagao & por defini-
¢3o o decremento logaritmico §,

*1
52= 1Oge = (1&37)

N

e de (1.36) e (1.37)

6y = — 2l (1.38)
/1 - 2 '

em particular, se [<<l,temos:
%’z 2T

Portanto, o decremento logaritmico & outra

medida do fator de amortecimento.

Erro dinamico. Poderiamos pensar em definir
o erro dinamico do sistema como a diferenga

o)

entre a entrada e a saida em cada instante.
Contudo, na maioria dos casos esta nao tem
a mesma dimensao, nao sendo portanto compa-
ravel.

Com a inclusao da sensibilidade estati-
ca, definimos o erro dinamico de um sistema
ed(t) como

A
ed(t) = Kr(t) - c(t) (1.39)

onde r(t) @ a entrada do sistema, c(t) a

saida do sistema e K a sensibilidade estati
ca.

Constante de tempo e tempo de resposta. Os
termos transitorios da resposta tem a forma

At - . ~ .
Ae , onde A e raiz da equacao caracterfstl

ca. Quando A e real, definimos a contante
de tempo como sendo o instante onde o expo-
ente de e tem valor absoluto unitario

[At] = 1, ou seja, como t > 0,

T o= - (1.40)

. a
Por exemplo, para um sistema de 1- or -

dem (TtD + 1)c = Kr, teremos a equagao caragc

teristica: TA + 1 = 0, donde: A = -1 e a
et

.- - T -

resposta transitoria sera ct = Ae , que e

uma exponencial decrescente.
Vemos que as definicoes de constante de
tempo estao coerentes e que ela e uma medi-

-da da velocidade de resposta de um sistema.

Ignorando por ora o problema de estabilida-
de, que consideraremos a partir do Cap. 2,
vejamos como caracterizar a duragao da res-
posta transitoria, ou seja, como determinar
o tempo que um sistema leva para atingir o
estado de regime permanente que definimos -
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como tempo de resposta ou de estabilizacao
t do sistema.

Esta définicao,apesar de pratica, apre-
senta uma limitagao analitica, dado que a
resposta transitoria de um sistema de 12 or.
dem, por exemplo, leva um tempo infinito
para desaparecer. Por outro lado, os siste-
mas lineares reais (estaveis) atingem um
estado de regime apos um transitorio de du
ragao finita.

A resposta indicial normalizada de um
sistema de 1= ordem e dada por

Na Fig. 1.26 plotamos as resposta tran-
sitoria e completa deste sistema, cujo erro

dinamico normalizado e(t) & dado por ‘\
. . \
ed(t) ?

e(t) = —g— = e

cujos valores damos na Tabela 1.1.

1.0
0,95

0,865

0,632 1
0,5

0,368

0.135
0,05
o

57

Tabela 1.1

t/T e

0,368
0,135
0,050
0,018
0,007

U~ W N

Observamos que em uma constante de tem-
PO a resposta transitoria decresce do valor
1 para o valor 0,368, enquanto que a respos
ta completa passa do valor 0 para um valor
que & igual a 63,27 do valor final. Apos
algumas constantes de tempo a resposta tran
sitoria fica desprezivel, donde o erro dinz
mico. -

Desta forma definiremos o tempo de esta
bilizacao tos admitindo um erro, como sendo

um certo nimero de constantes de tempo:

4
ty Kt (1.41)
Por exemplo, para erros de 27 e de 5%
temos, respectivamente,te = 3T e ¢t =
(5%) ¢(22%)
= 4T,

Por outro lado quando temos par de raizes
complexas conjugadas da equagao caracteristi
ca
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o termo transitorio tem a forma de uma

senoide amortecida Aectsen(w t+d), e por ana
logia e simplicidade definiremos a constante
de tempo em termos de envoltoria Aedt, como
sendo aquele instante onde |oT|= 1, donde:

e (1.42)
ol zw

n

e, analogamente, o tempo de estabilizacgao ,
com o erro, tambem definido em termos da
envoltoria, sera:

A
¢ =

NT (1.43
e :

5\

\
\

Assim, para erro de 57: te =_TF_
(5%) S

Vemos que t_ e T sao medidas da duracgao

do transitorio. Para um sistema de 12 ordem
o transitorio & caracterizado por apenas um
parametro T, enquanto que para o sistema de
28 ordem é caracterizado por dois parame -
tros [ e wﬁ Como  deve ser ajustado para

o pico maximo permissivel, a frequéencia na-
tural nao amortecida determina o tempo de
estabilizadao, donde a velocidade de respos
ta do sistema.

Na Fig. 1.27 mostramos os diversos para
metros para um sistema com resposta oscila-
toria onde, além dos desenvolvidos, apresen
tamos mais os seguintes, que sao algumas ve
zes utilizados, sendo Util seu conhecimento.

oY

t, = tempo para o primeiro erro nulo.
ty = tempo de atraso ou tempo de subida atée
50% do valor final.
t = tempo de subida de 10Z a 90% do wvalor
s final.

Observemos que autores diferentes defi-
nem como tempo de subida t t t, ou t
p S’ d’ O p s
o que causa uma certa confusao. Na tabela
1.2 mostramos como tg para o sistema de 2-

ordem varia com wn para cada .

Tabela 1.2

0,4 1,45
0,5 1,58
0,6 1,86
0,7 2,16
0,8 2,55
1,0 3.47
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1.7 Atraso de transporte

Muitos sistemas nao admitem meramente a
concentracao de parametros no seu modelamen
to, exigindo que se considere a natureza =
distribuida de um ou mais de seus componen-
tes, mesmo que de uma forma aprox1mada.

Apresentaremos nesta secao um tipo de
elemento frequentemente encontrado em anal
se dinamica de sistema e denominado atraso

de transporte ou tempo morto Ty e que por
deflnlgao tem uma saida identica a entrada,
porem atrasada de um intervalo finito de

tempo T_ .
P m

ot} clt)

—— 1
o t o l t

5 o <Tm
Elementc .
_entrads 000 | atraso de |, soide
) transporte ¢ (thr(t-Tpy)
Fig. 1.28
Suponhamos um processo de mistura de

dois liquidos em escoamento cuja temperatu-
ra Tp, por exemplo, desejamos controlar por
reallmentagao, Fig. 1.29. Para tanto preci-

samos medir a temperatura da mistura _de

fluidos que se escoa com uma velocxdade v e
que por razoes de homogenelzagao so podemos
medir a uma distancia d da regiao de mistu-
ra. Neste caso a medigao da temperatura do
processo se faz com um atraso de transporte
L % e Tm(t) Tp(t Tm).

De fato um modelo como este pressupoe
que nao haja necessidade de considerar toda
a natureza distribuida do sistema, mas apé-
nas o essencial; por exemplo, a transmissao
de calor entre o ambiente e os fluidos ou
entre os fluidos nao & significativa.

fe——3 o
fluido T e
e —— )
Tm
Y
—
fluidol
termopar
Fig. 1.29

Observemos que se a velocidade v for
muito grande em relacao a d, o atraso de
transporte sera despre21ve1

Propoe-se: por que € usualmente adequa-
do encarar parametros de 31stemas como para
metros concentrados e quando € que esta re
presentagao deixa de ser valida? Para c1r -
cuitos puramente eletrlcos a resposta e evi
dente. A transmissao de energia elétrica se
faz com velocidade da luz, de modo que qual
quer atraso de transporte devido a linhas
de transmissao curtas e totalmente despre
zivel em comparacao com outros atrasos no
sistema. Apenas em freqiencias ultra-altas
ou com linhas muito longas se torna neces
sario encarar circuitos como dlStrlbuldOS.
Infellzmente, energia em formas nao-eletri-
cas e geralmente transmitida a uma velocida
de muito menor. Ondas de pressao em oleo ,
por exemplo, se propagam com a velocidade -
do som, ou seja, aproximadamente um milhao
de vezes mais lentamente, e mesmo uma linha
de transmissao de 3 ou 5 m entre uma bomba
hidraulica e um motor e suficiente para in
troduzir atrasos apreciaveis. A transmissao
de energla térmica por condugao ou convec -
¢ao (nao por radiacao) & geralmente mais
lenta alnda e, embora o transporte por pro-
cessos mecanicos dependa 1nte1ramente do -~
processo usado, ele é com frequencia sufici
entemente lento para contribuir com atrasos
razoaveis.

ERGRSTREY.




1.8 Identificagao da dinamica superamorteci

da de 22 ordem

Observemos que a identificacao dos para
metros de um sistema de 25 ordem superamor-
tecido através de sua resposta indicial nao
€ tdo simples.

Por esta razao, vejamos como resolver
tal problema a partir de sua expressao ana-—
1itica (1.33), que podemos escrever na for-

ma
- = e, h
T R 1 T2 Ty ot
I S L= 7=
1 2 1
- 108 (1- E%l) = a + b (1.44)
t
T1 TTo
onde: a = log - e 1> =
1 - "2
T
1 t
= log -
1 -T T
T
TZ T2 t
b = log {1 - —= e —
"1

Seplotarmos (1.44) em um papel semiloga
ritmico com abscissa t, quando t » « dado
que b > 0 e que a tem por grafico uma reta
que passa pelo ponto P = Tl/(‘l’1 - TZ)’ com

declividade ( -1/T1)Jog(1 - c(t)) tendera
K

:ssintoticamente a esta reta. Desta assinto
ta podemos tirar imediatamente Tys pois on-

.de t = Tl teremos para a assintota
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B! -1
a(t,) = log(—— ¢ = log (0,368P)
1 T]. - T2

Para determinar T, podemos fazer o se
P
guinte: subtraimos da assintota a curva

(1 - Séfl-), obtendo

-t
T T
- a c(t) ) o+ 1 e 1 .
K Tl - T2
£
T, T
= -—-: € 2 . B
"1 2
1 B log ‘2 -t
og = —_ L
1T T T2
que no papel semilogaritmico da uma reta
T
2
passando pelo ponto P' = T—F-=P-1,
1 2
P - 1
cuja declividade @ (—?—) e que em t = T, va
2

le (0,368P').

Exemplo. Trocador de calor. Para identifica
gao da dinamica de um trocador de calor on
de o fluido quente & vapor de agua a tempe-
ratura T e o fluido frio € a agua a tempe-

ratura ambiente Ty, representado esquemati
camente na Fig. 1.30, damos, por exemplo{um
degrau na vazao Q¢ do fluido frio e medi -
mos a temperatura de saida do fluido quen-
te




Transdutor
de P turo

t{e2

vdivula

—Te1

Em regime permanente ou estatico, o
fluido quente que entra a temperatura qu e

resfriado pelo fluido frio que entra a tem-
peratura teq quando ambos percorrem caminhos

definidos no interior do trocador de calor
ate sairem,o fluido quente resfriado para
a temperatura qu e o fluido frio aquecido

para a temperatura sz, Fig. 1.31.

Temperatura
Ta1

T

r2) !

nh
Ty

@0 iongo dos tubos

Fig. 1.31 —

Porem, no regime transitorio, fundamen-
tal para o controle deste processo, como se
comporta o sistema? A resposta ao degrau e
plotada na Fig. 1.32 onde a saida & a tempe
ratura qu medida com um termopar de ferro—

constanta com junta fria a OOC, Fig. 1.13.

)| Tec)
38,4

Hseg) 50 40 30 20 10
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Vemos imediatamente que em resposta ao de
grau em t = 0, a saida do sistema s0 comega
a variar depois de um atraso de transporte

Tm—: 3,5 seg, devido a natureza distribuida
do processo de transferencia de calor no
trocador. A constatagao experimental permi-
te raciocinar da seguinte forma: devido ao
atraso de transporte tudo se passa como se
a entrada no sistema sem atraso de transpor
te fosse aplicada atrasada de T’ Qf(t—Tm),

dando a resposta que nos parece de um siste
ma linear de 22 ordem superamortecido e que
podemos verificar pela aplicagao do méetodo

dado acima. Se isto for verdadeiro devere -
mos obter o seguinte modelo para esta parte:

2

2
)
D qu (t) + -gwnDqu(t) + wanz(t)
= (1 + TlD) (1 + TZD)TqZ(t)
= KQ.(t - T, o a(e) = qu
Do registro da resposta ao degrau obte-
mos
e . =1,80 mV donde T ._ = 34,5°C
max max
e = 1,50 mV donde T - = 28,80C
min min
T . =T = 5,7%
max min

e construimos a Tabela 1.3.
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TABELA 1.3

tempo e oT max. - T
(seg) (mV) e max. ~ 'min
0 1,50 28,8 1,00
3,5 1,50 28,8 1,00
5,0 1,51 29,0 0,95
7.5 1,55 29,8 0,81
10,0 1,60 30,8 0,63
12,5 1,65 31,8 0,428
15,0 1,69 32,5 0,314
17,5 1,72 33,1 0,229
20,0 1,74 33,5 0,153
22,5 1,75 33,7 0,114

Plotando a Fig. 1.33 obtemos

Tt T = 10,8 seg, T, + Tm = 5,8 seg e
Tm = 3,5 seg.
Donde Tl 7,3 seg, T2 = 2,3 seg e

T = 3,5 seg.

De um teste de calibragao estatica T

q2
versus Q. para as seguintes condigoes:
pressao de vapor = 4 atm, tq1 = 450C, va-
'z§o do fluido quente Qq = 6 1/min obtemos a

curva nao-linear da Fig. 1.34. Para o ponto

a = (o] =
de operagao PO, tal que Tq20 32°c¢, Qfo 13

1/min, fazendo uma aproximagao linear:
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P l cltixt
e
o3elH==1
0,1 |
‘Ez T ey lpes)
Fig. 1.33 Fig. 1.34
= = +
Too = Tq20 " tq2 » % Qf0 ae
3T |
2 | 4q
t = f = Kq
q2 3Q f
£ PO
onde a sensibilidade estatica & obtida da
Fig. 1.34 como
oT [ o0
- 492 = - C
k= 3Q l 0,31 1/min
£ lp
| 0
Donde, o modelo matematico do trocador de

calor sera

(1 + 7,3D)(1 + 2,3D) £ ,(t) = 0,31Q,(c-3,5)

2 .
Portanto, 2Cwn = 9,6 e w = 1,68, donde:

£ =3,7 >1, como previsto.

Sugerimos que o leitor simule este sis-
tema no computador analogico e compare seu
desempenho com o do trocador real, Fig.l.32
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1.9 Critérios para o desempenho de sistemas

E prdtica comum em Engenharia de Siste-
mas especificar a resposta transitoria em
termos de sua resposta indicial, sendo usa-
dos como critérios de desempenho os defini-
dos e analisados para o sistema de 22 ordem
Mpt’ tp, te, wn, [ tO, ts, td, onde os
mais empregados sao M e t .

pt e

Outros critérios serao desenvolvidos -
no Cap . 2 e em exercicios, particular
mente para a resposta a rampa. Nesta seggo~
apenas apresentaremos alguns critérios que
caracterizem erros dinamicos de um sistema
e que sejam facilmente aplicaveis no senti-
do de permitir projeto de sistemas dinami -
cos com erro minimo, devido, por exemplo, a
perturbagces ou ruidos, ref. [N-1].

A maioria destes critarios de erro e
definida como a integral semi-infinita

f: de eg(t)mlde tnej (t), desde que a inte-

gral seja convergente. Em geraf e (t) & o
erro do sistema em resposta a um degrau -
unitario aplicado em t = 0, para o sistema

inicialmente em repouso.,

Alguns destes critérios de desempenho -
comumente usados sao:

a) Integral do erro (IE)

I = f

0 ed(t)dt (1.45)

Este & um critério razoavel apenas para res
postas que nao oscilam ou que nao apresen -
tam picos nem erros persistentes, Fig. 1.35
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l rit) AT
c(t) R P
T L)
' 4

Fig. 1.35

b) Integral do quadrado do erro (IQE)

o 2
I = &) ed(t)dt (1.46)

Este critério, que penaliza bastante os
grandes erros mas que nao castiga os erros
Pequenos e persistentes, tem a vantagem da
facilidade computacional.

Para penalizar erros persistentes foram
propostos varios critérios, como.por exem -
plo:

c) Integral do tempo pélo quadrado do erro
(ITQE)

1= tej(t)dt (1.47)

d) Integral do quadrado do tempo pelo qua -~
drado do erro (IQTQE).

tzej(t)dt (1.48)

e) Integral do tempo pelo valor absoluto
do erro ITAE)

1=/

1.49)
b tIed(t)|dt (
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f) Integral do erro quadratico com peso
exponencial (IEQEX)

2Kt

1=/ eé(t) e dt

0 (1.50)

onde K € uma constante arbitraria.

Estes critérios de desempenho apresen -
tam como maior desvantagem em relagao ao -
IQE a maior complexidade envolvida no trata
mento analitico.

g) Erro quadratico médio (EQM)

(1.51)

Nll—'
~3

I = lim
T

T 2
I eq(t)dt

onde T = intervalo de tempo.

Este € um critéeric de desempeﬁéo mais uti-
lizado tanto para sinais detegﬁlnlstlcos ,
como para aleatorios, devido sobretudo a fa
cilidade de tratamento analitico.

1.10 Modelos matematicos de sistemas mecani
cos

Modelamos anteriormente um sistema meca
nico com apenas um grau de liberdade (ape -
nas uma coordenada ¢ suficiente para deter-
minar sua p051gao geometrlca) Consideremos
agora sistemas de mais de um grau de liber-
dade, por exemplo, um sistema translacional
com dois graus de liberdade, Fig. 1.36.

Medindo os deslocamentos de cada massa

~ ~ .~ . . -

em relagao a sua posicao de equilibrio esta
tico, fazendo os diagramas de corpo livre e

r
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7 A B "'x“z byity
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k DIAGRAMAS DE CORPO LIVRE

Fig. 1.36

aplicando o pr1nc1p10 de D'Alembert (conven
cionando x, X e X positivos no mesmo senti
do), como em cada instante devemos ter cada
uma das massas em equilibrio dinamico, obte

mos:

mx) o+ bk o+ by Gy - Rp) o kgxg d k(6
XZ) - f.(t) =0

mzk"z + b2(5<2 - 5{1) + b3f€2 + kz(Xz‘Xl) +
kaXZ fz(t) =0

Para um 51stema mecanico rotacional ana
logamente © prlnClplo de D'Alembert estabele
ce que em qualquer instante de tempo a soma
de todos os torques que atuam no corpo, in
cluindo o de ineércia, e nulo. Consideremos o
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sistema da Fig. 1.37 onde J & o momento po-
lar de inércia que supomos concentrado no
disco, k_ & a rigidez elasticatorcional

que supomos concentrada no eixo; o amorteci
mento rotacional b e suposto ser viscoso, [
€ o deslocamento angular e T & um torque
externo.

DIAGRAMA DE
CORPO LIVRE

n

Je o+ '[3%6 FHLO

;T\$ 1.3 {
U

Fazendo o diagrama de corpo ‘livre : e
aplicando o principio de D'Alembert obtere-

mos um modelo de 2% ordem, Fig. 1'37‘5 o Ve s
Cormomdinurac QLM wmn ATy Fon ot o !
o - [ ™ T 5 \Grqaty extrnecn T o Ao
Vindede, T LW ornde T8, T2 273 N S Pt
dy eaddede, iy L PCo Ay Mo © o eipre & DAL -

<)

s M T U Rrvre 2
B

kp(01-65)  k3(0p~03)

Kx(03-6,)
X D;63 ,
* et 2 3%
T N

=
T 2
DIAGRAMAS DE CORPO LIVRE

inis Rejacigein Ankpeniicos
=T
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Exemplo. Determine o modelo matematico do ~-

sistema da Fig. 1.39

—r-
- \_g
13

i
I

[3 '"2 /
4 2
n AA = MW MW
@] Q
(@] Q) - ‘ ~
Fig. 1.39

Solucao. Definindo as variaveis X1s Xys Xg
e x, indicadas na figura, fazendo os die(zgr:'g
mas de corpo livre e aplicando o principio
de D'Alembert obtemos a Fig. 1.40.

- x,
m X, K (x~x3) m X+ k(x-x3)20
i m e
by,
a)
[ X2 M+ B+ XK (X~ )= R
m,X, my
kS "i'ﬁ’ KyXp
c)
Rtk (xg=x, )+ (x =0 B X, = F
% otk iy Dyl =) =b, o
a
","g“ l(x,~x,)

b)

Fig. 1.40
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Da cinematica do sistema podemos escre=
ver para pequenas rotagoes da barra, Fig.
1.41

Fig. 1.41
4 T *3 a2+
Xy, = X, a (e)
De (b) e (a) podemos eliminar a forca R
obtendo:

f’!QZ&(jﬂ K2>

mzké + b,x, + k,x, + kl(x3

3%2 T k3%, X))+ byx, = F

4
(b'")

ficando com o seguinte sistema de equacgoes:

.. - ) =0 ) -
myR) o+ kl(xl Xgq
mzkb + b x2+ k3x + k (x - x3) + kl(x3 - x2)
b =
+ ZXA F

T1%y T Ep) T Ky lxy - x,) a=0
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Como temos um sistema de tres graus de
1iberdade, _podemos eliminar x ficando com
tres equagoes diferenciais em x_, xz, x3
cuja obtencao fica como exercicio.

1.11 Slstemasrotac1onals com engrenagens:
momento de inércia e amortecimento
equivalentes

Suponhamos um motor desenvolvendo um
torque T com eixo de momento de inércia Jp
e com amortecedor v1scoso by ligado a uma
carga (J : b ) através de um trem de en

grenagens, F1g 1.42. Na Fig. 1.42b apresen
tamos os diagramas de corpo livre do motor
e da carga.

Considerando o equilibrio dinamico de
cada corpo em cada instante temos:

: 76 : T. - T =20 1.52
motor: J6 0t bme + ( )

carga: J 6 + b 6 - T2 =0

Como para engrenamento devemos ter o mesmo
d1 ~ d2
passo p, P T [y T {_

onde N, = n? de den-
1 i

N

tes da engrenagem i, Fig. 1.43.
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Trem de engrenagens

4 Corga Je

T = Torque motor

a)

d /‘
Lcin
\-/‘—Flnﬁzl'l_'?vo
Fig. 1.43

o
=4

1 1
= —— = 1.53
3 N ( )

(3]
(3

Supondo que haja engrenamento sem desliza
mento: 6.,d. = 9. d,.

ol 1 % % ﬁ e
fei e ’ s e Cnedy KL oS
,g{.f.,ﬁ;\'*f«‘f‘f&dm‘di’ N e, =2 G = &4

Al ARG o
Y J ~ -
Para a potencla, supondo que nao ha perdas,

)

temos: Tle&“= T26c

T, O 4y Ny
T=6—'&—_N—_N (1.54)
o 32

N

De (1.53) e (1.54) temos T, = NJ T+
1 c c

+ Nb éc,que substituindo em

(1L.52) nos da:

7% +b 6 +NIH +Nb B =T
m m m m c C c C
Devido a (1.54) obtemos
2 .. 9 .
(J +N°7)86_+ (b + Nb )6 =T
m c m m c m
portanto, podemos escrever o sistema equiva

lente refletido no eixo do motor meramente
considerando

omento de inércia= J_ = J_ ¥ NZ3 (1.55)
& . ) e m c.
equivalente




coeficiente de 2
amortecimento =b =b + Nb (1.56)
equivalente ¢

Observemos que, se fizermos N >>Nl, don

2
de N<<1, teremos

donde o efeito desprezivel da carga sobre o
eixo do motor.

1.12 Bipolos

Apresentaremos neste item e no seguinte
uma formulagao que permite a anal1se unifica-
da de sistemas fisicos com parametros con -
centrados atraves da generallzagao de con-
ceitos de grande apllcagao em circuitos -
elétricos e de utilidade discutivel em cir-
cuitos fluidos, térmicos e mecanicos.

Suponhamos que para a medlgao de tempe-
ratura, por exemplo, utlllzemos um-termopar.
A tensao de saida do termopar & a informa -
cao em que estamos interessados e para medi
la acoplamos o termopar a um osciloscopio
Fig. 1.44, que,ao medir diretamente a ten Z

sao, mede indiretamente a temperatura dese
jada. -

TEMPERATURA VOLTAGEM 13
TE AR OSCIL! oPI

SISTEMA DE MEDIGEO DE TEMPERATURA
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Na Fig. l.44, e de modo geral para os
diagramas de blocos, a conexao de diferen =
tes elementos funcionais ou componentes porY

apenas uma linha pode dar a impressao er=

ronea de que a transmissao de informagao e

de energia e descrita por apenas uma vari -

avel. Contudo, um exame mais cuidadoso 1nd1
cara que:

a) A transferenCLa de energia requer a es
pec1f1ca§ao de duas quantidades variave
is para a sua descricao.

b) Para transmitir informagao precisamos
transmitir energia. '

Portanto, na entrada de cada componente
de um 51stema, donde, de cada slstema, ha
sempre além do sinal de’ 1nforma§ao desejado
e(t) um sinal associado a(t) tal que o pro-
duto e(t) a(t) tenha a dimensao de potenc1&
ou seja,a taxa instantanea de energia reti-
rada do elemento procedente.

Na teoria de circuitos elétricos foi
desenvolvido o conceito de bipolo ou circui
to de dois terminais, cuja utilidade geral
em analise de sistemas estudaremos agora.

elt)
————1 COMPONENTE

DE UM
O(f)- | SISTEMA

Fig. 1.45
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Para caracterizar a situagao descrita acima
basta tomar dois terminais convenientes do
componente da Fig. 1.45 que permitam deter -
minar relagoes entre uma variavel entre e(t)
aplicada entre o par de terminais, uma va -
riavel atraves a(t), que se escoa atraves -
do componente, e as caracteristicas do sis-
tema que tendem a impedir tal fluxo. Na Fig
1.46 procuramos representar esta caracteri-
zagao, ressaltando o fato de que uma varia-
vel entre e(t) esta sempre associada a um

nivel de refer@ncia, e(t) = el T ey, onde
&) @ e, sao valores medidos em relacdo a

referencia,

aft)
€
(t) 8IPOLO
REFERENCIA
7

N\

, \

Fig. 1.46 \
Pode ocorrer o caso de estarmos pri
meiramente interessados em e(t), do ponto

de vista de transmissdo de informagao, sen-
do a(t) a variavel associada.

De modo geral definimos o operador impe-
dancia generaliza);Z ou meramente impedancia
por

20 ‘ 228 (1.57)
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Por exemplo, para sistemas eletricos ’

Fig. 1.47, temos: v = v, = V,

v(t) = voltagem entre os terminails do

bipolo = e(t) . B
cosrente atraves do bipolo =a(t)

i(t)

itt),

A L

z BIPOLO
vt eLETRICO
Fig. 1.47
T"z REFERENCIA DE VOLTAGEM
Poteéncia elétrica = vi = ea
impedancia s =&Y
eléetrica a i

Observemos que a potEncia p ¢ sempre O
produto instantaneo
1.58)
p(t) = e(t) a(t) (
donde a energia % sera:
(1.59)

g = fttz p(r)dt = fttlz e(t) a(t)dt
1

considera
para o intervalo de tempo (tl,tz) a

do.

o
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_ Como a potencia e uma quantidade instan
tanea, a potencia media p transferida ao
m

sistema no intervalo (tl, t2) sera:

= t
R ftlz p(t)de (1.60)

De (1.57) e (1.58) vemos que a poténcia

retirada do componente anterior pelo bipolo
e:

2
p = & (t)
Z (1.61)
Se desejarmos que a poténcia retirada

do componente anterior seja pequena, e esti
vermos 1lnteressados na informagao e(t), pela
eq. (1.61) deveremos ter uma impedancia ele
vada de entrada no bipolo. -

Por out¥o lado, pode ocorrer o\caso de
estarmos primariamente interessados\na va-
riavel a(t), estando com ela associada

.- a
variavel e(t). Neste caso & apropriado o
uso do operador admitancia generalizada Y

Oou meramente admitancia.

A a(t)

Y (D) NED)

N ==

em lugar da impedancia.
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Podemos descrever a drenagem de poten -
cia do estagio anterior em termos da va-
riavel de interesse a(t) como

)
p=a(t) e(t) = —5— (1.63)
Vemos que neste caso devemos requerer um

grande valor da admitaiicia de entrada para
que a potencia drenada do componente anteri
or seja pequena.

Por exemplo, se nossa informagao for
transmitida atraves de um sinal de voltagem
e(t), requereremos uma impedancia de entra-
da eleviada do pr6ximo componente. Contudo ,
se nossa informag3o for transmitida atraveés .
de uma corrente a(t), requereremos uma impe
dancia de entrada pequena do proximo compo-
nente.

De modo geral, para excitar um sistema
precisamos de fontes de potencia, em parti
cular de fontes predominanatemente da va-
riavel e(t) ou vredominantemente da vari -
avel a(t). Em termos ideais podemos defi-
nir uma fonte da variavel e(t), que repre-
sentaremos pelo simbolo da Fig. 1.48a, e
uma fonte da variavel a(t) que representa-
remos pelo simbolo da Fig. 1.48b.

As fontes ideais sao elementos que re
presentam as conversoes reversiveis de
energia e aparecem nos circuitos como ele-
mentos que fixam uma das variaveis em fun-
¢ao do tempo, por exemplo, e(t), a outra
variavel, por exemplo, a(t), dependendo da
interacao da fonte com o circuito.

Portanto, qualquer componente que ali
mente um bipolo no qual a variavel entre
considerada independente da variavel atra

oy |
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ves & denominado uma fonte ideal da va-
riavel entre. Por exemplo, uma bomba hi-
draulica centrlfuga e essenc1almente uma
fonte de pressao. Se a pressao entre os
dois terminais de saida puder ser encarada
como independente da vazao atraves de _sua

carga, teremos uma fonte ideal de pressao.

FONTE IDEAL
DA V‘RIKVEL

a(t) Fig. 1.48
ONTE IDEAL
AVARIAVE L
ATRAVES

CIRCUITO EQUIVALENTE EEI!' TERMOS DE  CIRCUITO EQUIVALENTE EM

SNTRE SRR Sl Oa
A

FONTE
REAL o

a) b)

~_

Por outro lado, qualquer componente -
que alimente um bipolo de forma tal que a
variavel através independa da variavel en-
tre e denominado uma fonte ideal da vari-
avel atraves. Por exemplo, bombas hidrauli-
cas do tipo_de deslocamento positivo (bom -
bas de pistoes, de engrenagens, de palhetas)
quando alimentadas com rotagao constante po

dem ser encaradas como fontes ideais de va-
zao.

Uma fonte real, Fig. 1.49a, pode ser en
carada como fonte 1dea1 associada a um cir-
cuito que em dltima 1nstanc1a‘podemos redu-
zir a uma fonte ideal da variavel entre em
serie com uma lmpedan01a, Fig. 1. 49b ou a
uma fonte ideal da variavel atraves em para
lelo com uma admitancia, Flg. 1.49¢c, pela
aplicacgao dos teoremas de Thévenin e Norton,
respectivamente, que supomos conhecidos.

A representacao mais conveniente depen-
de da aplicagao e para a analise classica -
de circuitos em particular & sempre conveni
ente trabalhar com todas as fontes do mesmo
tipo, mesmo que haja necessidade de uma -
transformagao durante a analise.

Os exemplos ate aqui apresentados envol
vendo sistemas familiares em diferentes
graus apresentam virias analogias. Circuitos
fluidos sao talvez menos famlllares, mas
admitem, embora de forma mals restrita, um
modelamento analogo. Eles sao compostos es
sencialmente de bombas, compressores, tan -
ques, valvulas, tubulagoes, turbinas, moto-
res. As bombas e compressores transformam -
energia mecanica em gradientes de pressao -
ao longo do circuito, de forma a acarretar
o escoamento de um fluido. Turbinas e moto-
res transformam poténcia hidraulica em mecd
nica. A resistencia ao escoamento devida as
valvulas e tubulacoes, a inercia devida a
massa do fluido em movimento, e a capacida-
de volumétrica devida a compressibilidade -
do fluido e elasticidade dos tanques e du-
tos sao fatores que devem ser levados em
consideragao no projeto de um_circuito,
refs. [B-1] , [C- 1], [E-2 , [s-3].

Podemos assoc1ar 0 armazenamento de
energia devido a pressao do fluido a um ele
mento com uma capac1tancla fluida C, o arma
zenamento de energia devido a vazao do flyi-
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do a um elemento com uma inertancia fluida
L, e a perda de energia a um elemento com
uma resistencia fluida R, dependente do ti
po de escoamento.

Devido a complexidade dos sistemas flui-
dos, este modelamento deve ser encarado -
com bastante reserva.

0 contelido de energia mecanica disponi-
vel em um dado ponto de um escoamento flui-
do pode ser medido em termos de pressao to
tal P: P = P + pgz + pv2,onde P € a pres -

2

sao estatica em um dado ponto do escoamento.
Como na malorla dos sistemas com alta pres-—
sao as variacgoes de elevagao z e de veloci-
dade da corrente v representam parcelas des
preziveis do conteido energético do escoamen
to, freqUentemente P = Ps.

A transferéncia de poténcia fluida atra

ves de qualquer segao normal ao escoamento
e:

PW
p === PQ

Y
onde W = vazao de massa, Q = vazdo volume -
trica, Y = pg = peso especifico, p = massa
especifica e g = aceleragao da gravidade:

Se estivermos interessados em transmi -
tir uma 1nforma§ao atraves de uma varidvel
P (pressao entre os termlnals, Flg 1.50 )
transferiremos energia, e a vazao Q estara
assoclada a P. Em nossa analise supomos que
nao ha vazamento.

Como P & uma variavel entre e Q uma va
riavel através, a impedancia fluida ou acis-
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i Q
Y °_*’—_l R °_—"——] P=P-P,
B1POLO P BIPOLO
VIV, ELETRIC FLutoo
a) b)
REFERENCIA 2 REFERENCIA
Fig. 1.50

tica e Z =

P
9
Se o bipolo elétrico for meramente uma
resistencia elatrica R temos:
4

dv . v
R 375 em particular R = T » se o elemento

for linear.

Por analogla, no caso fluido, definire-
mos a resistencia fluida de um elemento do
sistema fluido que dissipa energia, como

o

R & _% (1.64)

Em particular, para o caso linear, R
Fig. 1.51.

3
Q

3
- o—
L]

—
R "”T_—"_'
! '; Wl "2 P28 pepy—p,
— = 77770777
Fig. 1.51 Fig. 1.52
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Um elemento de um sistema fluido no qual
4 energia armazenada & fungao da pressao po
de ser encarado ¢omo um capacitor fluido R
analogo ao capacitor elétrico, onde a ener -
gia armazenada & fungao da voltagem.
=1.
Como C é D i

= capacitancia elétrica, defi-

nimos, por analogia, a capacitancia fluida ¢
como

407t

C 3 (1.65)

Por outro lado, a um elemento de um sis-
tema fluido que armazene energia em funcao
da vazao associamos pPor analogia com a indy -

-, . . -, A .
tancia L do Clrcuito eletrico I & Y. a lner-

tancia L do circuito fluido

L2

U"‘U
fel

(1.66)

Exemplo. Resisténcia fluida. No caso de eg-
coamento incompress1ve1 € queda de pressdo

(perda de carga) laminar, como por exeﬁ%lo -
em um tubo capilar longo de secao circular
podemos aplicar g Lei de Hagen-Pouiseuille:

>

4
= -Ld P =
Q= T7ggRe

onde: P = P1 P2

M = viscosidade dinamica

d = diametro interno do tubo
= vazdo volumétrica

= comprimentos do tubo .-
Portanto, neste caso temos uma resisten-

=0
[
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_ 12841

WdA

cia fluida linear R

olr

No caso de escoamento turbulento

Kp 2 como
= = £ ue escrevemos
P = Pl P2 7 vV s 4
p = Ko |v|v, onde p = densidade, v = veloci-
2

o
dade e K = constante, para levar em conta

fato de que a perda de carga ocorre no sentl
do do escoamento. Neste caso nao—llnea¥,par?
definir a resisténcia fluida devemos lineari
zar em torno do ponto de operagao. Para o 23
so do escoamento incompressivel em duto dz
segao transversal circular constante A, pode

mos escrever

2
p - Ko [v|v = 587 lalq = 587 (sinal Q)Q
2 24 2a°

- sinal Q = 1 para Q > 0
onde a fungao {sinal Q = -1 para Q < 0
e onde K depende da geometria particular e
do nimero de Reynolds _ ovd
2 u

Para o ponto de operacao (PO, QO’ po) s

P = PO + p, Q = QO + q, p = po = constante ,
temos
Kol
5p . - o,QOIq
P = ==
) 0 A2
i 1
KpiQg |




90

Pot——

Capacitancia fluida. A compressibilidade -
dos fluidos e a elasticidade dos dutos e
tanques, bem como a elevagao e armazenamen-
to de um fluido em um tanque no campo gravi
tacional exercem efeito de capacitancia vo-
lumétrica nos circuitos fluidos.
Consideremos um volume de fluido V em
um duto 1nelast1co Ou em um tanque pressuri
zado. Da equagao de estado do fluido temos:
V= £f(P,T), onde V = volume de fluido sobre
compressio; P = pressao e T = temperatura.

paredes
rigidas

Como a temperatura pode ser eliminada -
pelo conhecimento da transformagao envolvi-
da, podemos escrever V = V(P) e para uma pe
‘quena perturbagao de pressao em relacao a
condicao de refercéncia (V PO’ TO) teremos
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Definindo o modulo de elasticidade volume -
trica do fluido como

A dp

= e 1.67
8 VoI5 ( )
podemos escrever, considerando apenas o

efeito da compressibilidade

dv vV dP
==Y - X 2z 1.68)
Q dt B dt (
v dp _ dP
De (1.65) e (1.68) temos Q = T 3t - C It
donde
v
= = 1.69
¢ 3 ( )
€ a capacidade volumetrlca de um tanque de
volume V sob pressao P. Para um duto de
area A e comprimento % a capacidade volumé-

LA
g "
Para o caso particular de gases, B depende
do processo de compressao. Para baixas velo
c1dades 0 processo e isotéermico e para al=

trica e C =

tas e isentrdpico. Assim,
a) Compressao 1sotermica, B = P, donde,
Vi
C =
t P
b) Compressao isentropica, B = YP, onde
c
Y = EB = relagao entre os calores especi
v
ficos a pressao e a volume constantes
v
C = —
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Como a velocidade do som a = V(B/p) em

qualquer meio, temos C = X_f , onde p = mas
pa

e
sa especifica.

Nota. Para um gas perfeito as ondas sonoras
sao transmitidas de forma essencialmente =
isentropica, de modo que a velocidade do som

em um gas perfeito é: a v X%- =v Yy RT.

Elast1c1dade. Suponhamos fluido incompres -

sivel em duto ou tanque elastico. Podemos -
1

escrever: dV =~z dP, onde K depende da geo

metria do sistema e do modulo de elasticida

de do material. Portanto, considerando ape-

nas o efeito da elasticidade da parede

dv 1 dp
@--q T Rar .70
De (1.65) e (1.70) temos: C = %.

‘\
Por analogia, no caso de fluido compres
sivel e reservatorio elastlég podemos escre

__dv _vde _ 4P "o
ver Q = it - B ac It onde B 8 + KV.
Portanto C = %T

Elevacao no campo gravitacional. Se conside
ramos, por exemplo, um tanque aberto locali
zado em um campo gravitacional alimentado -
por um liquido através de um duto na sua
parte inferior, Fig. 1.55, para fluido in-
compressivel e reservatdorio de paredes ri

gidas Q = A éﬂ .
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P 3 A0 AMBIENTE NA
9* mmsupsnrl IE LIVRE

h

1 ‘U° pz TANOUE DE s‘:‘%pf)o oo
TRANSVERSAL DOE EA

Se nao houver aceleragoes 1mportantes .
com excegao de g e nenhum efeito de re51sten
cia fluida, a diferenca de pressao

P = P1 - P2 deve suportar o peso do fluido
P = P1 - P2 = p gH

. A dP _ dpP e
SeoQ o= o8 e C 3T Portanto a capacltan

cia do reservatorio sera:

c = A
[F:4
Inertancia fluida. Para levar em conta a

inercia de uma massa de fluido em escoamen=-
to definimos a inertancia. Consideremos um
fluido de densidade p, em escoamento unidi-
men sional incompress{vel sem atrito, em um
duto de comprimento L e segao transversal A,
com velocidade v.

Q| vorume roe Q Fig. 1.56
™1 CONTROLE
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Considerando que todo trabalho feito so?re
o fluido & utilizado somente para acelera -
lo, ou seja, supondo que a queda de pressao
& funcao apenas da inercia da massa fluida,
pela conservagao da quantidade de movimento
podemos escrever

=4 5y = 2 4. Q2
PlA - P,A = dt(p ALV) oA T (A)
- - - B& dQ 1.71
LS T S e T ( )
- e dq _ o dq
De (1.66) e (1.71) temos P T 2 It °
donde sua inertancia &
o2
L A

Em tubulagoes reais normalmente temos -
efeitos significativos de atrito em adigao
aos efeitos de inertanciz e este tende a
predominar somente quando dQ/dt € relativa-
mente grande. Como a resisteéncia fluida em
um duto decresce mais rapidamente com o
aumento da area A do mesmo'do que a inertan
cia, os efeitos de inertancia facilmente do
minam os efeitos de atrito em dutos de
areas A maiores. Contudo, qpando dQ/dt é
suficientemente grande, efeitos de inertan-
cia sao observados mesmo em tubos capilares
finos, ref. [B-1] .

Para um modelamento com parametros dis
tribuidos sugerimos as refs. [L—Z], [r-3] 7
[T-1].

Exemplo. Suponhamos um duto caracterizado

Por uma resistencia R e inertancia L e ter-
minando em um tanque de capacitancia ¢ N
Fig. 1.57a. Aplicando ao sistema uma pres -
sao P(t) teremos no mesmo as seguintes que

das de pressao:
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AP, = R Q(t), AP, = LD Q(t), AP

1 2 3

-1
SoBCE) = R Q) + LD Q(r) + 2 q(e)

Portanto, (LD + R + E%) Q(t) = P(t),

que podemos representar por um circuito ele

trico RLC analogo, Fig. 1.57b.

a
4 ¢

A impedancia generalizada do circuito -
fluido e

P 1
g= Rt

7 =

Podemos desenvolver o mesmo tratamento
para sistemas mecanicos Co&si@eremoi o ca
so translacional onde a potencia mecanica e
p = vf, onde £ @ a forga (uma variavel atra
ves) e v e a velocidade(variavel entre os
terminais do bipolo), Fig. 1.58.

C
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\
BIPOLO
v
vy -~V
2 REFERENCIA
Ve
Fig. 1.58

Analogamente aos casos elétrico e

do podemos escrever de imediato para siste
mas mecanicos translacionais

1 dv 1 v
= = &Y = = = J_ 1.72
5 dg’ " v’k T Dt ( )

Sugerimos ao leitor que faga o mesmo -

para o caso rotacional. Raciocinardo em ter
mos de bipolos elétricos, temos a seguinte
analogia eletromecanica, comumente denomina
da analogia forca-corrente:

flu -

eletrico

corrente
voltagem
resistencia R

< M.

capacitancia C

indutancia L

mecanico translacional

forga £ /
velocidade v

resisténdia R = &
£ b
capacitancia C = m
: PO o1
indutancia L = 7

Na tabela 1.4 representamos os bipolos
eletricos lineares e os correspondentes bi-

polos mecanicos e fluidos analogos.

Observe

mos que para a massa, bem como para o momen
to de inercia, um dos terminais e fixado ao
referencial inercial, como ja descrito ante

riormente.

Portanto,em um circuito mecanico

todas ‘as massas tem um terminal comum.

Tabela 1.4
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Nota. O inverso da resisténcia chama-se com
o= . ]_ . . . -
dutancia G = 2. O inverso da rigidez e comu

mente chamado de compliZncia em acustica e
de flexibilidade em teoria das estruturas.
Consideremos o sistema mecanico da
Fig. 1.59a. Como uma excitagao f(t) & apli-
cada apoiada na terra e a forca de inércia
€ medida em relacao a terra, podemos cons -
truir o circuito mecanico da Fig. 1.59b e
o analogo eletrico da Fig. 1.59c e observar
que uma conexao mecanica é identica a um no
do circuito elétrico e que os dois circui -
tos tem a mesma topologia, refs. [B-2] ,

[c-3].

Aplicando a lei dos nos, temos

. . . dv 1 -1
i=dg+dip+i =Cgp+gv+ L/ vdt
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dwv
= = il -+ t =
f fm + fb + fk m dt+ bvt kfvd

m¥ + bx + kx

I

Exemplo. Determine o circuito mecanico para
o sistema da Fig. 1.60a.

~_" R

CIRCUITO  MECANICO

Fig. 1.60

Solugio. Como as massas e forgas tém um ter
minal aterrado, escolhendo o0s nos Vis Vy @

vy e observando os dois terminais de cada

bipolo, obtemos o circuito mecanico da
Fig. 1.60b. Por exemplo, entre os nos v, e
v, temos apenas o amortecedor b2'

Fica como exercicio determinar o modelo ma-
tematico deste sistema pela aplicacgao dire-
ta do principio de D'Alembert, bem como -
pela solugac do circuito eldtrico analogo.
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Exemplo. Para o sistema da Fig. 1.61 excita

do pela velocidade v, determine o circuito

correspondente explicitando asforgas fm e
1

fm resultantes nas massas m, e mz,respecti

vamente,

Fig. 1.61

Solugﬁo. Como aplicamos uma velocidade v
em relagao ao referencial inercial, temos !
uma fonte ideal de velocidade aterrada. Iden
tificando as conexdes de cada bipolo pode -
mos escrever de imediato o circuito da
Fig. 1.61b.
Fica como exercicio determinar o circuito
elétrico anidlogo, bem como f e £ .

™ ™

1.13 Quadripolos

Vimos na secao anterior como encarar -
um circuito como um par de termimais (bipo-
lo) atraves do qual a -energia & transferida.
Para levar em conta o acoplamento de diver-
SOS componentes de um sistema, & fundamen-
tal a descrigao de circuitos quando dois pa
res de terminais sao disponiveis para cone-
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x0es externas. Agora, serao feitas medicgoes
na caixa preta da Fig. 1.62b, onde ha dois
pares de terminais para transferéncia de
energia, que definimos como quadripolo ou
elemento de quatro terminais ou de duas por-
tas. Convencionamos a configuracao padrao -
da Fig. 1.62b para todo nosso trabalho.

a A, A
. .l 2
+ —] + —d %
. vipolo !1 quadripoio !z
- ———d - ] -
(o) (»)
Fig. 1.62
Para quadripolos temos dois pares

de relagoes variaveis atraves/variaveis en-
tre, e qualquer uma destas quatro variaveis
pode ser considerada como uma variavel de-
pendente das demais:

E1 = fl(EZ’Al’AZ) ou E2 = f2(E1,A1,A2) ou
A = £3(E1LEy,4,) ou A, = £,(E1LE,54.), que,
de fato, podemos reduzir a duas equacgoes -

com apenas duas varijveis independentes.
Podemos escolher, por exemplo,

Br T Bi(Aa)) L By = £, (A L) (1.73)

ou

[ S
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A = Al(El,Ez) > By = AZ(E

1,E2) (1.74)

€ portanto caracterizar o quadripolo por

- .
apenas duas entradas e duas saidas escolhi-
das convenientemente.

Por hipGtese, estas quatro variaveis po
dem ser medidas sem conhecimento dos deta -
lhes internos da caixa preta.

Se considerarmos (1.73), por exemplo, po
demos escrever para pequenas pertuEbagoes
em torno de uma condigao de operagao de re=-
ferencia

Po = (Eyo» Epgotygr8yg?s
E
e. = E. - E =fl a+31 a
1 1 10 aAl 1 3A2 2
0 0
J9E JE
2 2
= - = < a. + a
ey T By T By 3R, 17 3R, 2
0 0
onde: E1 = EIO + el, E2 = EZO + e2,
A1 = A10 + al, A2 = A20 + a2 e descrever o

sistema pelas impedancias generalizadas

s3]
=
—
S5
=
-
[e5]
5]
N

N
[}
)|
o>
"
fun
[N
)
>
N
-
~N
[\S]
—
[5)
b3
ot
-

11
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Q
=1
N

= .7
Z,, (1.75)
0

|

Q)
b=
N

determinadas, por exemplo, por experimentos
sobre o sistema.

De maneira geral, podemos descrever a
dinamica de um quadripolo utilizando as im-
pedancias generalizadas determinadas por
calibragao dinamica em torno da condigao de
operagao e escrever o modelo linearizado do
quadripolo por uma matriz de impedancias:

o
[
N

1 11 “12 ’af]

= (1.76)
1%2] 21 %2 azJ

N

Para quadripolos passivos prova-se que:
12 = Z,y» tef. [G-27.

Devido ao método de medigao, os elemen-
tos da matriz de impedancias sao chamados -
parametros de circuito-aberto, como podemos
medi-los alternadamente abrindo terminais
(desde que isto seja possivel;uma fonte de
corrente, por exemplo, nao admite tal proce
dimento). -

Z

Para terminais de saida em aberto, A, =0,

e1 2 ?
temos Z = -, Z, . = =
1 ? -
1 a; 21 a;
Da mesma forma, para terminais de entra
da em aberto, A1 = 0 temos -
e e
Z =_2 = -1 rais aramet a h
29 az, 12 32. p etros sao cha

"mados, respectivamente:

S B

SR
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Z11 = impedancia de entrada generalizada do
quadripolo

Z,, = impedancia de saida generalizada do
quadripolo

221 = impedancia de transferéncia generali-

zada do quadripolo

Analogamente podemos descrever o quadri
polo por (1.74) e por um prodecimento analo
go obter uma matriz de admitancias.

= (1.77)

Os elementos da matriz de admitancias -
sao chamados parametros de curto-circuito -
devido ao método de medigao. Para terminais
de saida em curto, desde que possivel,

a a
1 . .
E, = = _= = .
2 0 e Y1 e » Yoy &)’ para terminais
&2
de entrada em curto, E. = 0 e Y = =,
a 1 22 e,
Y12 = Tambem se prova que Y21 = le

para quadripolos passivos.

Da mesma forma pode ser conveniente des
crever o quadripolo em termos de outros pa-
res de variaveis independentes, sem maior
dificuldade, ref. [K—Z]. Também podemos re-
preésentar um componente deixando acessiveis
mais de dois pares de terminais, multipolo.
0 quadripolo com um terminal de entrada em
comum com um de salda, Fig. 1.63, constitui
o caso de maior interesse.
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Ay - A2
$o— +
E { 4 E2
E, 1
Referéncio
Fig. 1.63

Exemplo. Determinemos a matriz de impedancias

para o circuito da Fig. 1.64 que podemos
encarar como um quadripolo.

)

Podemos escrever as impedancias genera-

. _ 1 _ _ 1
lizadas Z1 =5 Z2 = R, Z3 =T e obter
de imediato as impedancias deste circuito T:
Z.. =2 +2z =% 4
11 1 2 CD
Z,, =2, + 2, =-L 4R
- 22 3 2 CD
Como 221 = 212, determinemos 221. Para
os terminais de saida em aperto ip = 0, nao

havera queda de tensao em Z donde

3

e a matriz de impedancias deste quadripolo
sera

1
Z —+ R
Z1 + 22 9 D) R
7 = =
Z Z, + 2 R Loy R
2 2 3 CD

Suponhamos que conectemos uma carga RC

aos terminais de saida e uma fonte de cor -
rente il(t) aos terminais de entrada do qua

dripolo e que desejamos determinar a tensao
em Rc' Como

L
= (a)
v R 1 + R i
()] 2
€ como para a carga devemos ter a equagao
v

io= - 2 (b)

de (a) e (b)

R .
RCCD 11

(RC + R) CD + 1
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que também poderamos ter obtido imediata -
mente pelo mé&todo das malhas. Contudo, quan
do variagoes na carga ou na impedancia de
entrada ‘devem ser consideradas, o modelamen
to de um circuito como um quadripolo & in-
teressante.

Transformadores ideais. a) Elétrico. Conside
remos inicialmente um transformador eletrico
ideal, Fig. 1.65.

2
i, [r——== . o =
I
+&=%r~ =
Vi :l N | v V.
— g ) bt = M 1 2
| —————
Ty:
Fig. 1.65

Duas bobinas com N1 e N2 espiras sao en-

roladas sobre um nGcleo ferro-magnético de
Segao transversal de drea A, cuja permeabili
dade magnética u e muito maior de que a do

ar. Se uma tensao v & aplicada ao primario,
desprezando as resisténcias dos fios e, su -
pondo que o fluxo magnético § se restrinja -
ao nicleo, pela lei de indugao de Faraday

>
teremos: .
- dg _ d¢
Vl = N1 it v2 = N2 i’ donde
v N
v_1= N_l (1.78)
2 2
sendo: ¢ = comprimento do caminho magnético
B =0/A= indugdo magnética
H

=B/u= intensidade do campo magnéti-
co.
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Para a forca magnetomotriz podemos escre
ver para valores elevados de U

(53 (1.79)
. _ . = H) = —2 = 0
N_ll1 N212 UA
v, i, N
de (1.78) e (1.79) temos _1 _ 2 _ ﬁl'
V2 11 2

Portanto, para um transformador életrf—
ca e 3
co ideal, as variaveis entre e atraves sao
alteradas de acordo com as relagoes
2 : 1
v, = 5 v. e =5 4
2 Nl 1 2 2
b) Mecanico de translacao. Cons%deremzsmumi
: — o e
alavanca ideal: rigida, sem atrit Lo.sem o
inercia, apoiada sobre um fulcro rigil .‘da
uma forcga fl ¢ aplicada a uma das extremida

des (1) e se a outra’extremidade (2) tgs;z
ligada a terra atraves de.algum elem;n e
canico que resista ao movimento com forg ]
f2’ as extremidades (1) e (2) se moverao
respectivamente com.velocidades vy e v, de
sentidos opostos, Fig. 1.66.

% T Lf’ +
(1) 4] V2
v

X ri (
N
)

&, L
v,
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Para pequenos deslocamentos angulares 6
em relagao a posigao de referéncia, temos:

=T ig v = ﬂ d de:
Y1 1de * V2 T Ty gy - donde:
v r
V—l= r—l (1.80)
2 2

Do equilibrio de momentos, obtemos:

Tifp mrpf, =0 (1.81)

de (1.79) e (1.80)

<
—-

Hh
[\

Ty

2

|
|

<

N
Hh
.

1

Portanto, uma alavanca ideal & um trans
formador que podemos representar pelo analo
go elétrico forga-corrente da Fig. 1.66b ,
onde as variaveis entre e atraves tem suas
magnitudes alteradas de acordo com as rela-

2}
S

~
—

v, e f, = — f_.
1 1 2 _rz 1

coes: v, =

~

c) Mecanico de rotagao. Consideremos uma re
dugao ideal de engrenagens rigidas, sem =
atrito e inércias. Se um torque & aplicado

a engrenagem (1) de Nl dentes, como vimos

w T r
. 2 2
anteriormente:

111

1N //lﬂ

‘T;/Tz\-

Fig. 1.67 o
Portanto, a redugao ideal de engremna -
gens & um transformador que podemos repre -
sentar pelo analogo elétrico torque-corren-
te na Fig. 1.67b.

1.14 Determinacao de ponto de operagao

A determinacao do ponto de operagao de
um sistema envolve a solugcao de um sistema
de equagoes algébricas ou diferenciais, li-
neares ou nao. Tomemos, por exemplo, um sis
tema constituido pelo acoplamento de uma -
fonte ideal de tensao constante E a uma car
ga puramente resistiva e linear R, Fig.1.68.
Qual sera o ponto de operagao PO?

5 5
+ t
w; W
Ny N
Fig. 1.6¥ b
Este problema elementar envolve duas

equagoes algébricas lineares que descrevem
um sistema instantaneo:



V = E (a)

v

L}

RI _(b)
Podemos resolvé~lo: a) naliticamente :

a
V = E = RI, donde IO =1 = %; b) graficamen
te: Fig. 1.69 -

2

FONTE CAROGA SISTEMA

Fig. 1.68

Como o sistema & instantaneo , ele atin
ge o ponto de equilibrio P0 sem passar por

um transitorio. Observemos que este sistema
tem uma solugao, donde, um ponto de equili-
brio. '
Consideremos ainda um sistema instanta-
. -~ -~
neo constituido de uma fonte real de tensao
com impedancia de saida r, ao qual acopla -
mos uma carga resistiva nao-linear

V= £(I) = KI™, Fig. 1.70.

Temos o sistema algébrico nao linear de
equacgoes

113

v FONTE V=RI
CARGA
E 4
R0 (€, E) Fig, 1 64
]
T
P2
r
.I-’ >
E+ v v EYeS) R(I)
2
o
GA RESISTIVA SISTEMA
FONTE :c)m.os Tensko canoa resisT w o
Fig. 1.70

V=E-7rl

£(1) = k1"

v

que podemos resolver graficamente como
Fig. 1.71, ou analiticamente.

(a)
(b)

na
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Contudo i i

- » a maioria dos i

i lomt 3 slstemas reai

nao u;mtte uW Todelo instantaneo e pass:als

oG ransitorio antes de atingir o reei

qe Pe mizente. Consideremos o acoplament§1

Oor a uma car

g um uma ga com caracteristi
nlca e estatica da Fig. 1.72 ros o

seguinte modelo: ' P fomamos o

motor = T(w)

T
carga T = Jd + bu

Fig. 1.72

dond ilibri

oo : t:mos o ?qulllbr1o dinamico Jo= T(w)-

T(& ),= : particular, o equilibrio estiatico
o Wgs onde o motor, para manter a ve

locidade w
0 da carga, deve fornecer exata -

mente o
: ttorqlfe‘para vencer o atrito viscos
ransitorio, com w<w fe o
o* © motor dis -

Ez: de um torque J& = T(w) - buw para acel
operzggirga(;te que esta atinja o ponto se
o O,wo). Por outro lado, para -~

~uma velocidade w> a '
wo ha um torque de desace-

leracao
e que leva o si a
cho a0 due Teva o stema de volta a posi-
g0 ¢ o* due @ portanto esta -
Um sistem
. a com apenas um
J t com ponto de -
llbr;o estavel e dito monoestavel an
ara finalizar i :
. Pa conside i
din . remos o sist
fonizlco resultante do acoplamento de e?;
4 uma carga com N
ont as ¢ isti
taticas da Fig. 1.73 fracteristicas es
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Temos quatro pontos de equilibrio. Se o
sistema estiver operando em PZ’ qualquer va

riagao de E acarreta o retormno a P2 apos um

transitario, analogamente para PA' Portanto

podemos dizer que P2 e PA sao pontos de

equilibrio estavel. Por outro lado, se o

sistema estiver operando em P3, qualquer
variagao em E acarreta o abandono de P3 e,
analogamente, de Pl,donde estes pontos sao
pontos de equilibrio instavel. Esta analise
qualitativa e intuitiva e provavelmente do
conhecimento do leitor. Veremos adiante -
como fazer uma analise quantitativa destes

problemas. J3 estudamos linearizagao neste
capitulo e a partir do Cap. 2 comecaremos a
estudar o problema de estabilidade (para a
qual existem muitas definigoes) e entao ,
muitas respostas surgirao naturalmente.

1.15 Analise dinamica de sistemas discretos
lineares estacionarios com parametros

concentrados
Nosso objetivo & apresentar alguns pon-

tos essenciais das equagoes a diferencas i

nitas, com a finalidade especifica de anali
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se dinamica de sistemas discretos, quer ori
glnados por sua propria mnatureza (dlgltals,
economlcos), quer pela d1<cretlzagao e
sistemas continuos, refs. (D 3] DL—], @—ﬂ.
Suponhamos, por simplicidade, uma fun -
cao y = y(t) da variavel independente t, em
nosso caso o tempo, e determinemos apenas -—
0os seus valores para valores equidistantes
de t, separados por intervalos constantes -

de largura tk+l - tk = T, k inteiro, Figl.74,
0 valor geral ty sera
ty =ty t kT (1.82)

e o valor correspondente da fungao em tk se
ra

Yy = y(tk) = y(t0 + kT) (1.83)

HERT kT

Fig. 1.74

Definamos a primeira diferenca ou dife-
renca de 1= ordem como

A
BYi = Va1 = vy (1.84)

onde A &, por deflnlgao, 0 operador diferen

¢a a frente ou primeira diferenca.

Nota. Usaremos indiferentemente as seguin -
tes notagoes Vi y(k), y(t ).

Podemos exprimir diferencas de maior or
dem de forma analoga. Agssim a segunda dife-
renca ou diferenca de 2= ordem sera

2

A 4 (by,) = b Ay

Vi Tr+1 k ~ Tk+2

+
e * Yy
e, em geral, para valores positivos inteiros

de n, a enesima diferenca ou diferenga de
ordem n sera definida como

Ay, A, (An—lyk) (1.85)

Por outro lado, podemos definir o opera

dor deslocamento a frente ou meramente ope-
rador deslocamento E como aquele, tal que

A (1.86)
BV = Y1

A partir destas definigoes podemos obter
alguns resultados importantes:

a) By = ¥y T Yy T BV Ty = (B o Dy

A=E -1 (1.87)

2 = =
b) By, = E<Eyk) = By Y42



. g2, -
CLE Y © yk+2 (1.88)

Analogamente, prova-se que

c) Enyk Yi+n (1.89)
n _ n _qymn
D =0 D) Y =
n_ _ n _,yM,n, _n-m
=(E-1) "y, = 7 CDTCIET Ty
m=0

(1.90)
com m, n inteiros positivos. Prova-se por
indugao.

e) Os operadores E e A sao lineares:

E(ay, + bzk) = aBy, + bEz,, A(ayk + bzk) =

= 1.91
aAyk + bAyk ( )
Prova: imediata.

f) AE = EA
Prova:AEyk = AYpe1 T Ypso T Y1 ~ EYis1

Eyk = EAyk
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Este resultado mostra que os operadores
E e A comutam entre si, embora em geral - nao
comutem com fungoes.

g) Am[yk + Zk]= Amyk + Amzk, idem para E.

(1.92)
h) A" Anyk = A" Amyk = pATFE Yo idem para
E. (1.93)

i) Ay, = An_lyk+1 - A“"lyk (1.94)

DEY S @0 =1 Do’ s
P MR e (D (1.95)
3 n
Para o leitor que deseje ampliar seus

conhecimentos sobre o calculo de diferencas
sugerimos a ref . [M-QJ,

1.15.1 Equagoes a diferengas lineares

Ha muitas semelhangas entre as equacgoes
a diferengas e as equagoes diferenciais, e
o tratamento superficial que faremos sera
fundamentado nisto.

Como estamos interessados na analise di
namica, fica implicito que a variavel inde =
pendente & o tempo. Por exemplo, uma equacio
a diferengas lineares de ordem n tem a forma



a c(k + n) + a c(k + n - 1) +
n n-1

+ a.c(k + 1) + aoc(k) = bmr(k + m) +
+ bor(k) (1.96)

onde a, # 0, ag # 0, a; e bj, i=1,2,..., n

i =1,2,...,m , n »m sao fungoes conhecidas
de k. Se os coeficientes nao forem fungao de
k, portanto de t, teremos uma equaggo a di-
ferengas lineares a coeficientes constantes
de ordem n.

Utilizando o operador linear E podemos
escrever a equagao recorrente (1.96) como

n n-1

m-1F * ...t BIE 4 bo)rk

(1.97)

cnde’ observamos a s€melhanga com a equagido
diferencial ordinidria linear de ordem n e,
em particular, entre os operadores D e E.
Dentro do ponto de vista de sistema, po
demos encara-la como uma relagao de causa e
efeito entre a sequéncia de entrada {rk} e

e~ . - . .
a sequencia de saida {ck} em um sistema dis

creto linear de ordem n.

Tal modelo ocorre, por exemplo, quando-
um sistema din3mico excitado por uma seqlién-
cia de nimeros definidos apenas em instan -
tes discretos t = KT, k inteiro e T constan
te, {r(kT)}, dia como salda uma seqiéncia nu
mérica {c(kT)}, Fig. 1.75. -

Seqiiéncio de! SQ&uinciu d
enfrade Sistema {soko
{rk} discreto {ck}
Fig. 1.75

Limitaremos nosso estudo aos sistemas -
lineares discretos invariantes com o tempo
cujos modelos sao equagdes a diferengas 1i
neares a coeficientes constantes.

Por analogia com o caso continuo, pode-
mos definir sistemas discretos lineares sim
ples:

a) Sistema discreto de ordem zero:

agc, = bork, que podemos colocar na forma
padrao
b
e =xr, » k20 (1.98)
0

b) Sistema discreto de 12 ordem:

(a;E + a,)e, = b.r,, que podemos colocar na
1 0" "k 0"k

forma padrao

o

a

(YE + 1)c, = Kr, , vy g1 , K 4.0 (1.99)
k k aO 0

. . a
c) Sistema discreto de 25 ordem:

1B+ agley = by,

locar na forma padrao

(azE2 + a que podemos co-

2 2 o2
(E7 + 2nQE + Q )ck = KQ T
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a a b
Qz = _9’ 20 = _l, K = Y (1.100)
a2 a2 0
Uma caractprlstlca importante e inte‘—
ressante das equagoes a diferengas e consi-
derada a seguir. Se reescrevermos
+ + .. 4+ +
20 %k+n 20-1%+n-1 21%+1
+ aje, = fk
como
c R 2 .c .
k+n a n~1 k+n-~1 n-2 k+n-2
+ .
ajc i,y Foage) *f (1.101)
e se para k = 0 as condigoes "iniciais" (anteriores)
Cp2C1o %01 forem conhecidas, a solugao cy
podera ser determinada explicitamente para

todo k > n pela aplicagao repetida de (1.101).
Contudo este processo iterativo pode ser evi
tado em muitos casos pela obtengao de uma ex
pressao fechada, utilizando-se metodos de so
lugao de equagoes a diferengas semelhantes

aos desenvolvidos para resolucao de equagoes
diferenciais. Em particular, apresentaremos

o méetodo dos coef1c1entes a determinar para
solucao de equagoes a diferencas lineares -
com coeficientes constantes. Antes disto s
consideremos um sistema recorrente de 1= or
dem invariante e vejamos como obter sua solu
¢ao por iteracao. -

+ ¢, = Kr s, C

Yer+1 k K 0

que podemos reescrever como
(1.102)
onde M = -

A resposta c, no instante t= kT pode ser

k
obtida pela aplicagao repetida de (1.102)

c1 = Mco + Nro
c2 = Mcl + er =M ¢y + MNrO + er
k-1 .
c, =Mec, + L Mk t-i Nr. (1.103)
k 0 . 1
i=0
onde: ¢, = M c, € a resposta livre (1.104)
e
k-1 .
c, = t v e, oa resposta for-
k . 1 _—
i=0
gada vpara ey 0 (1.105)

Outro ponto importante a ser obsefvado
@ o seguinte: consideremos uma equagao di-
ferencial de 12 ordem &(t) = Mc(t) + Nr(t),
c(0), cuja solugao podemos representar es-
quematicamente pelo diagrama de 51mu1agao
da Fig. 1.76, onde o elemento D™* represen
ta um 1ntegrador, de muita utilidade em
SLmulagao analogica de sistemas contInuos,
ref. [B 4]
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124 identicos. Sua solugao geral & a soma da
solucao geral da homogenea ch (k) com uma
_____________________ ) i
I lwnnmm :() i solugao particular °p (k). Apresentaremos a
. = . ;
rte) § %n } :,\cu) 1 :‘ solugao pelo método dos coeficientes a de-
| f(o) : terminar de uma equacao recorrente linear
: I a coeficientes constantes de ordem n:
! I
lssremacowriwo _ L— J
n n-1
(a E + a E + ... + a E + a )e, = f
Fig. 1.76 n n-1 1 0" "k k
(1.106)

Analogamente, para uma equacao a diferen - - R .
A equagao homogenea pode ser escrita como

cas de 12 ordem, Cr+1 = Mck + Nrk, Cos PO ¥

demos representar o processo de solugao pe : L(E)e, = (a E®™ + ... + a e, = 0 (1.107)

lo diagrama de 51mu1agao da Fig. 1.77, - ) n 07"k

onde o elemento E~ L representa um retardo ;

de T unidades de tempo. onde L(E) & o operador linear definido -
por L(E) = a, E™ + ., + ay, que realiza
uma apllcagao linear do espago das series

x numéricas sobre si mesmo.

Mostremos que existem solugoes da homo-
genea que sao pProgressoeg geometricas. Come
cemos com o sistema de 15 ordem: -
1%+1 Y 3% =0 ¢ (1.108)

Vemos que o retardo desempenha para os Ck+1 aO
sistemas discretos um papel similar ao de- | Para qual podemos escrever < - =u o,
sempenhado pelo integrador de sistemas con ! k 1
tinuos. donde:

1.15.2 Solugao de equagces a diferencas 1i : ¢y = MHey
neares a coeficientes constantes.Me
todo dos coeficientes a determinar ~ 2 | 105

A solugao de equagoes a dlferengas li- | €2 pe, = o (1. )
neares e similar a de equagoes diferenci - i Ce e e e e e
ais lineares, com metodos essencialmente I Ck = u CO

1
1
1



Portanto os valores de ¢, que satisfazem -
(1.108) constituem uma progressao geome-
trica de razao u.

Para o sistema ordem n, supondo uma so-
lugao:

ey = M (1.110)
teremos

= k¥l _
Eck = U = Uc

k+2

E ck =y = M ck

_ . k+n _ n
E ck = u = U ck

que substituidas na equagao homogenea nos
dao

(anu + a u + ...+ alu+ ao)ﬁ(=

Para que a progressao geonetrlca de razao U
seja solugao da homogenea, € necessario e

suficiente que U seja solugao da equagao
algébrica

u + ... *+ a. U + a 0 (1.111)

1 0

que também chamamos de equacgao caracteristi-
ca.

m-1, k
+ Kmk Ju

u
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Para cada raiz da equagao caracteristi-
ca teremos uma solugao da equagao homogene&
Uma solugao que inclui o numero max1mo pos
sivel de constantes arbitrarias e chamada a
solugao geral da homogenea e este numero e
exatamente igual a ordem da equagao recor -
rente. Portanto a solugao geral da homoge -
nea & uma combinagao linear das solugoes

Cp T H k = 1,2,...4n.

(1.112)

Como no caso das equagoes diferenciais,
se uma raiz, por exemplo My tiver multipli

cidade m, os m primeiros termos deverao ser

substituidos por (K1 + Kok o+ K3k2 + ...

1
Tambem, como no caso de equagoes dife -
renciais ordlnarlas, qualquer raiz complexa
da equagao caracteristica com coeficientes
reais deve ocorrer em pares complexos conju

gados.
Se tivermos:

_ . M 2 _ +38
10 My = ne + j@ \1 n pe »

b =9, tg 6 =-\/—-——1 'l“ (1.113)
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A solugao contera os termos

k _ k jko =ike, _
Klu + Kzu = p (Kle + Kze ) =

= pk(A1 cos k6 + A2 sen K9)

onde: K. ,K, sao constantes complexas conju-

1’72
gadas
A1 = K1 + K2 = A sen @
A, = J(K1 - KZ) = A cos §
. k k _ k
. Klul + K2u2 = Ap (sen @ cos kO +
k
+ cos § sen k6)= Ap sen(k6 + @) (1.114)
Portanto, para um par de raizes comple~-
xas conjugadas U = peiJea solucao geral' da

homogenea envolvera o termo Apk sen (k6+¢).
Observemos que para uma equagao a dife-

renga linear de ordem n, raizes u = 0 da

equagao caracteristica exigem uma atengao

especial. Se a_ # 0, a; # 0 e ag = 0, a

equagao caracterlstlca tera uma raiz u = 0,
porem como a equagao e realmente de ordem
(n - 1), esta raiz o estranha e deve ser
reJeitada 0 mesmo raciocinio se aplica -
para mals de uma raiz u = 0.
determlnagao da solugao particular
(k) pelo metodo dos coef1c1entes a deter-

mlnar se faz da maneira conhecida. Escolhe-
mos a solugao da mesma forma que a excita -
cao fk. Alguns exemplos sao dados na Tabela
1.5.
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Tabela 1.5

forma da solugao

excitagao f
k .
particular

K = constante A = constante
2
Kk™ (m inteiro posi A0 + Alk + Azk +
tivo) -1 o
+ A k + A k
m=-1 m
k
Kmk Am
K cos mk A1 cos mk + A2 sen mk
K sen mk A1 cos mk + A2 sen mk

Se um dos termos de {f } tiver exatamen

te a mesma forma que um termo da homogenea
cy (k), deveremos modificar a forma da solu-

gao particular a ser assumida. Todos os ter
mos de c (k) correspondentes a duplicacao

do termo em c, (k) devem ser multiplicados -

pela menor potenc1a de k que remova a dupli
cagao.

. a .
Exemplo. Sistema de 1= ordem. Determinemos
a resposta do sistema discreto linear de 12
ordem invariante com o tempo

+ c, =

Yeira1 K Kk’

a entrada r, = 1, k = 0,1,2,...
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Solugao. Comecemos determinando a solugao : Observemos mais detidamente a solugao
geral da homogeénea k da homogenea para ressaltar alguns aspectos
importantes:
(YE + 1)ck =0 i k
! ch(k) = Klu , U real (1.115)
Assumindo uma solugao do tipo ch(k) = uk , '
- . . | Dependendo do valor de U teremos comporta-
obtemos a equagao caracterilstica % mentos bastante diferentes:
YU + 1 =0 i a) Para u > 1, ch(k) aumenta sempre.
. "= 1 ! b) Para 0 < u < 1, ch(k) diminui ate se
s Y anular,
L. Lyk “ ) Para -1 < y < 0 (x) al de-
Ch(k) = Ky o= Kl( - 7) c ara v > S ) alterna e e
: cresce ate zero.
. Consideremos uma sglugio particular do d) Para u < -1, c. (k) alterna e aumenta
tipo cp(k) = K, e, entao, ECp = K,. sem limite. h
Portanto, (y + 1)K2 = 1, donde
1 ; Portanto, um sistema discreto apresenta
K2 Ty i uma riqueza maior de comportamentos que u
) ! sistema continuo; e importante notar que U,
A resposta completa do sistema serd ; mesmo para U real, permite "oscilagoes"
; (talvez seja melhor empregar o termo "alter
c(k) = K, (- l)k + ——l——;para a condigao ; nagoes", pois o problema de oscilacgoes em
1 Y Yy + 1 ; sistemas discretos & muito mais delicado
| que o de oscilagoes em sistemas continuos).
inicial c¢(0) = K, + _r . 0 ! Para W negativo, WX toma alternadamente va-
1 Yy +1 lores positivos e negativos conforme k = 0,
‘ 1,2,3,... 0 que nao acontece com uma expo -
A __l__ nencial eXt de expoente real. Para que um
1 Yo+ 1 ' sistema continuo oscile, hia necessidade de
: pelo menos um par de raizes complexas conju
c(k) = L 1 - (- l)k gadas, ou seja, que o sistema seja pelo me-
y + 1 Y nos de 22 ordem., Para um sistema discreto
basta termos U real negativo para termos

que constitui a resposta indicial do siste oscilagoes.

ma discreto de 1= ordem.
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. a .
Exemplo. Sistema de 2= ordem. Determinemos
a resposta de um sistema discreto'linear in
variante com o tempo de 22 ordem

(E2+ 2nQE + Qz)ck = k0%r

r=l,k = 0,1,2,...

c a entrada,

k* f0° 1

Solugao. Determinemos inicialmente a solu -
gao particular. Paraisto consideremos

cp(k) = K donde Ec, = Ezc =K que subs

1’ k k 1
tituidas na equagao nos dao

(1 + 20 + eHk, = xe’1

k0?2
2
1+ 2nQ+0

Para determinar a solugao geral da homo
genea suponhamos a solugao c (k) = u

Obtemos a equagao caracteristica

w2 s onan + 02 = 0 : (1.116)

cujas raizes sao

’n2. TR (1.117)

bo=-ne ot iR

Como para o sistema contlnuo, temos va
rios casos a considerar no sistema discreto
de 22 ordem:
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Caso a) !nl < 1. Raizes complexas conjugadas.
Podemos escrever:

+JS

™
iz + 9)
U= -nf + jQ /1 - n? = pelif . it

p e 8 reais positivos (1.118)

que plotamos no plano complexo W da Fig. 1.78.

o

Fig. 1.78
Vemos que
p sen ¢ =nQ, donde sen ¢ = - cos B8 = 7
(1.120)
/ 2
p cos ¢ = Q 1 - n , donde
cos ¢ = sen O = //1 - ﬂz (1.121)
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Portanto, o sinal de cos © depende do si
nal de n, enquanto que o sen 6 e sempre posi
tivo, donde 6 varia entre O e 7 , estando en
tre 0 e 5 se n<0, e entre 7 e T se n>0.

A solugao geral da homogénea pode ser es
crita como

e, (k) = 20X sen (k6 + @)

o
&

‘1-7.

que oscila com periodo %;, onde tg 0=-- a

Portanto neste caso a frequenc1a de oscila -
¢ao depende somente do parametro n do siste-
ma e nao varia com k. Como 6 varia entre 0 e
T, o periodo toma no minimo dois intervalos

de k. O menor valor do periodo ocorre para
6 = m, onde n =1, e & igual a dois interva
los. Quanto menor 6, maior o perlodo, e quap
do O tende a zero, N + -1, o periodo de osci
lagao tende a =, A amplltude e o amortec1men
to da oscilagao sao dados por AR 0 parame-
tro  do sistema determina se ch(k) crescera

indefinidamente,  >1, decrescera indefini-
damente, Q<l, ou ficara constante, =1 ,
conforme K aumenta. As constantes A e ¢ sao
dadas pelas condigoes iniciais.

Portanto, para o sistema discreto, 0 fi
xa a "freqiiencia de oscilacao", enquanto que
f_fixa o "amortecimento" da solugao da homo-
geénea para o caso |n!<l. A solugao completa
neste caso sera -

2
(k) = ¢ (k) + ¢y (k) = Lz +

1 + 2nQ + Q

+ 20X sen (k6 + @)

135

Notas.l) Convem observar a falta de rigor
na discussao do comportamento transitorio -
discutido acima. Existe de fato uma psgudo—
periodicidade envolvida nestas oscilagoes
que justifica um estudo em n1ve1 mais eleva
do. Por ora, esta dlscussao nao e convenlen
te, refs. ]M 1{, M 2{, |M 3]

2) Com relagao ao valor do perlodo veremos
o teorema de Shannon no Cap. 2.

Caso b) |n| = 1. Ralzes reais iguais. Como
u= - nfl, a solugao geral da homogenea sera

k

k
ch(k) = (K1 + sz) uo= (K1 + sz)(-nQ)

. . a
e, como vimos para o sistema de l- ordem ,
podemos ter essencialmente os mesmos compor

tamentos, dependendo do valor de u= -nQ .
como o0 termo U domina o termo (K1 + szl

A solugdao completa sera

2
c(k) = ke + (K

5 + Kk (-n@)®
1+ 2nQ + Q

1

Caso ¢) [n|>1l. Ralzes reais diferentes. Sen

\’ \[ 2
do u, = (-n + n2 - 1) e u2=(-n- n" - 1o

a solugao geral da homogenea sera

k k
ch(k) = K1“1 + K2 u,

Para uyoeu, vale a discussao feita para

o sistema de 12 ordem. Como c, (k) combina -
ambas atraves de constantes Kl e K2 de
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)
. .~ e e e ‘ 08S.: CIRCULOS UNITARIOS unioaoes: I [u] xRe[ p]
terminadas pelas condigoes iniciais de c(k), i G REAL POSITIVO
‘podemos ter varios comportamentos dependen- ; 375 R 0t a=1 ) o=t
do dos sinais e magnitudes de ul e My, am- : P N, . X S\,
~ P b Re
bos contribuindo ou nao com parcelas que se H ) 0 1
alternam, ou seja, oscilam de maneira dife- ‘
: 2 . X i
rente da discutida no Primeiro caso. : a) b) c) d)

A solugao completa sera |
9 , [

k k
c(k) = Y 5 + Kl “1 + KZ uz
1 + 2n02 + Q

Aaksen(kb+¢) A(i)ksen(kb+¢)

Na Fig. 1.79 resumimos as conclusges so

bre as posigoes das ralzes da equacgao ca- ‘
. je i
racteristica no plano complexo y = o] ed e ’ a=>1 N a>1
a sua contribuicao para a resposta transitg ‘ b b
ria de um sistema discreto linear estaciona ‘
rio. i
. I
: M % |

1.16 Estabilidade !

Para sistemas lineares estacionarios ja
sabemos que a resposta transitoria do siste
ma livre & identica a solugao geral da equa . Ad*sentko+ 2)
gio homogenea que constitui o modelo matema
tico do mesmo, tanto para o caso continuo
como para o caso discreto.

Por definigao um sistema dindmico 1i - a<t
near discreto e estavel quando a sua respos ‘. r“
ta transitoria como sistema livre desapare~ i o
¢e com o tempo, ou seja, quando k + o, i ‘v “'

Do que discutimos sobre a solugao da ho ’

mogenea de um sistema discreto linear esta
cionario de ordem n & evidente que a condi
¢3o0 necessaria e suficiente para que o mes-—
mo seja estavel & que todas as n raizes da
sua equacao caracteristica devem se confi - ‘ ad a-a) ataf al-a)
nar ao interior do circulo unitario do pla-

no U,ou seja, que ]ui,' <1, i=1,2,...,n .

l[ k) 1)

k
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Basta que uma das raizes da equagao ca-
racEerlstlca do sistema discreto nao obede-
¢a a condlgao acima para que o sistema se-
ja instavel.

A estabilidade de 51stemas continuos -
11neares estacionarios sera tratada no pro-
ximo capitulo, onde tambem estudaremos sis-
temas lineares amostrados.

5\

139

PROBLEMAS

Capitulo 1

Pl1.1. Resolva,
a determinar,

ciais lineares:

1)
2)

3) Dy + 2Dy + 3y
4) b’y - 4Dy + 4y

2
Dy -y =2,

Dy + y = sen t

y(0) =0, y(0)

y(0) =3

pelo metodo dos coeficientes
as seguintes equagoes diferen

=2

5, y(0) = 2, y(0)=4

5t, y(0)= 1,

y(0)= 6

P1.2. Explique o conceito de sensibilidade
estatica e por que sempre temos

g = 2o
a

0

independente do sistema linear inva-

riante com o tempo considerado.

P1.3. Defina de forma clara:

a)

Sistemas lineares

Sistemas instantaneos
Sistemas dinamicos

Sistemas continuo e discreto
Sistemas forgado e livre
Sistemas autonomos

Sistemas nao-antecipativos

Sistemas analogos

Calibragao
Erro dinamico

Tempo de estabilizacao

Pl.4. Dado o sistema abaixo,

determine a

sua resposta a um degrau de forga de magni—
Qual a constante de tempo deste sis
tema? Qual a sua sensibilidade estatica? De
termine o valor de X para

tude F.
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rt
[}
-
-
ct
I

2T , t

3T, ¢t

[}

4T,
t =571

e esboce um grafico da resposta deste siste
ma de primeira ordem para o degrau conside-—

rado, tendo como abscissa (£~) e como orde
T &

)

X

nada (
X .
regime
Como voce mediria a constante de tempo

deste sistema? O método mais simples sera
considerado o melhor.

K x(o)=0
f
i
b
x
/ =
Fig. Pl.4

P1.5. Linearize as seguintes equagoes

a) y = sen K x

b) y = er

Qual a expressao linearizada quando
X = 0 e quando xg = 1?

P1.6. A equagao para o escoamento de um flu j-

‘do incompressivel atraves de um orificio
e

S S

Notas:
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- 2g -
Q =C A o (P1 P
onde
~ 3
Q = vazao m /seg _
C = coeficiente de vazao
A = 3area do orificio m
Pl—P2 = queda de pressao através do ori
ficio

o = densidade E%

Determlne a aproximagao linear para a
equagao precedente no caso em que tanto a
area A como a queda de pressao (P1 P, ) va

riam ligeiramente em relagao aos valores -
iniciais Ay e (P1 PZ)O'

\H/‘
_,//?‘\\‘_

AP

Fig. Pl.6

P1.7. Obtenha as equagoes diferenciais que

regem o comportamento dinamico do sistema
abaixo. Para uma condigao de operagao de re
fereéncia obtenha o modelo linearizado para
este sistema.
a) Nao & necessario calcular explici
tamente as diversas constantes C., basta
apenas indicar.

b) Os dois tanques tem mesma segao, com
area A.
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vn'l.vuux
3

—
(Qg, H)

P1l. i
1.8. A caracteristica estacionaria de

lampada incandescente de 100 w & dada

tabela abaixo

—
v i -’
(em V) (em ma) .

> 200
10 200
0 350
<0 460
20 530
70 580
80 630

670
100 200
120 840

uma
pela
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amperimetro

voltimetro 9
IﬁJ;

Fig. P1l.8a

rua um modelo

a) A partir destes dados comnst
ten -

linear para representar a lampada em

soes proximas de 60 V.

b) Na montagem da Figura abaixo,
= Wy / 2m & baixa.

a frequen-—

cia fO

E =60V

©

e(t)=50senwt

Fig. P1.8b

Prova-se que a corrente i{(t) & da forma

i(t) = IO + I sen wyt

determinar IO e I.
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P1l.9. Responda na tabela

I) 4 d ; =y i% + 5 x
dt
d%y 4
I1) g + —% + 2y = dx
dt dt
3
3d7y -t dy
III) t T—e —t+2y=x
. e—————] Sistema -
x(t) y(t)
1 11 IT1
ordem
linear

invariante
c/ o tempo

P1l.9a Se o sistema da Fig. 1.6 no estado de
repouso e submetido a uma entrada f do tipo
senoidal (suponha ¢ < 1) f = f0 sen wt, de-
termine:

a) A resposta de regime x_ deste sistema.
r

b) A frequencia de oscilagdo no transitd
rio. -
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¢) A freqiiéncia natural nao-amortecida.
d) 0 fator de amortecimento CZ.
e) A resposta x(t) do sistema.
f) A velocidade x(t).
g) Para a resposta de regime xr calcule
o modulo Ixr| e a fase @
'x

h) Calcule Jfr[

0

Observagao: Procure usar a notacgao que
desenvolvemos para os siste-
mas de 22 ordem.

P1.10. Dado o sistema RLC da Fig. P1.10, para

que valores de C este sistema & subamorteci-
do? i

20kn O01H *

v c==V,

Fig. P1.10

Qual a freqiencia de oscilagao no transi
torio? -

Para C = 200 uF qual a fregiiencia de
oscilagdo no transitorio?

P1.11. Obtenha o modelo matematico de cada
um dos seguintes sistemas mecanicos transla-
cionais.
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m, i —
i il

fi(t)




148

P1.12. Determine a resposta de um termometro
a um degrau de temperatura de magnitude R.
Qual & a constante de tempo T deste sistema?
Determine o valor da temperatura Tb para os
instantes

t= 1T, t=2T , t=3T, t =4Tet =5T

e esboce um grafico da resposta deste siste-

a :
ma de 1= ordem para o degrau considerado N
tendo como abscissa (t/T) e como ordenada
(T /T, )
regime

Determine a sensibilidade estatica do mesmo.
Suponha Tb(O) = 0,

Como voce mediria a constante de tempo
deste sistema? 0 metodo mais simples sera
considerado o melhor.

P1.13. Na figura seguinte & mostrado um dis-
positivo medidor de pressao tipico. A equa -
Sao descrevendo o comportamento dinamico do

sistema pode ser obtida pela aplicagao da
segunda lei de Newton do movimento. Conside-~-
remos o modelo linear gbaixo (em relagao a

articulacgao do ponteiro):
ho*+ A0+ Al =T
onde

A2 € uma constante associada 3 inercia -

das partes moveis;
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A1 e um coeficiente de atrito do tipo

viscoso; .
A, & uma constante elastica do tuboj

0 ~

T = torque devido a pressao que esta sen
do medida; ' - .

® = rotacao do ponteiro ("pressao indica
da"), em torno da sua articulagao.

Para A2 =1, A1 = 2, AO = 4, em unidades

coerentes:

a) Qual @ a constante de tempo deste sis
tema de segunda ordem? ) B

b) Qual & a frequencia de oscilagao no
transitorio? o ~

c) Qual & o tempo de estabilizagcao para
527 . ,

d) Qual € o fator de amortecimento Z? .

e) Esboce a resposta ao degrau deste sis
tema.

Fig. P1.13
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P1l.14. Nos cursos de laboratorio de Fllea
tnadlclonalmentesaofe1tasalgumas experlen—
cias para determlnagao do modulo de rigidez,
de Young, de momentos de inércia, etc. Com
isto em mente e com o conhecimento de meto-
dos de equac1onamento de sistemas fisicos ,
por exemplo, metodos de energlaa equagoes -
de Lagrange, principio de D'Alembert, leis
de Newton, etc., obtenha os modelos matema-
ticos que descrevem oOs 51stemas dados abai-
xo0, linearize=-os quando necessarlo, e expli
que detalhadamente como voce os usaria para
determinar os momentos de inércia de massa
de componentes que tivéssemos de testar.
Apresente metodo experimental, precaugoes e
instrumentos que Julgar nﬁcessallos, etc.
Procure usar sua imaginagao e iniciativa.Fa
ca esquemas bem feitos.

a) Momento de inércia de um pendulo de
torgao

I) k conhecido
II) k desconhecido

K I}k CONHECIOO
L)e 1I)k DESCOMHECIDO

Fig. Pl.1l4a

Nota. Como e determinado o modulo de tor-
cao G do material do fio no Laboratdrio de
Fisica? Explique.

b) Pendulo composto (pequenos angulos
de osc11&§ao)
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Nota. Como podemos determinar o raio de gi-
ragao? Explique.

c¢) Momento de inercia de um volante

d) Método do plano inclinado para a de-
termlnagao do momento de inercia: o corpo
rola uma distancia d (sem escorregamento) a
partir do repouso em t segundos

Fig. Pl.14d




e) Momento de inercia de um disco supor
tado por fios: o corpo & deixado cair, com
isso desenrolando os fios totalmente (fios
de comprimentos iguais), em seguida o corpo
sobe com os fios sendo enrolados no outro
sentido.

=11

rg 3 ]

Fig. Pl.l4e

f) Determinacgao do momento de inércia
através de duas superficies curvas de raio
R (rolamento sem deslizamento, pequenos an-
gulos de oscilagﬁo).

Fig. P1l.14f
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g) Peéndulo: o momento de inércia da
armadura de um motor grande, por exemplo, po
de ser determinado colocando-se uma massa
m, pequena, a uma distancia R1 do seu eixo

longitudinal e contando o periodo de oscila
cao.

1) Considerando a barra de conexao re-
lativamente leve.

II) Considerando a barra de conexio de
massa apreciavel m, .

g) Pendulo multifilar (bifilar, trifilar,
quadrifilar, etc.): a plataforma & suspensa
por fios igualmente espagados e de compri -
mentos L iguais.

Suponha que os fios téem rigidez despre-
zivel, isto &, sua energia de deformacao &
nula, que as oscilagoes sejam bem pequenas
e que o eixo de simetria permanecga fixo.
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au e

At

Fig. P1l.14h

P1.15. Desejamos determinar o momento de
inercia em tormo do eixo Z do aviao apresen
tado abaixo. Sugira um metodo experimental
para faze-lo e apresente um esbogo. Com
isto em mente, determine o modelo matemati-—
co e o metodo experimental, com detalhes e
precaugoes para a sua execugao. Considere
que 0 aviao nao esteja em voo. Como faria-
mos para determinar o momento de inercia

em torno do eixo X? Idem, em torno do eixo
Y? Apresente esbogos e sugira o metodo ex-
perimental. -

Fig. P1.15
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P1.16. Como voce faria para determinar expe
rimentalmente a frequencia naturalmn e o

fator de amortecimento § de um instrumento
de 2= ordem, por exemplo, um acelerometro?

P1.17. Um método mecanlco de transformar
translagao em rotagao e apresentado na figu
ra abaixo. Tal mecanismo e constituido de

um pinhao de NP dentes e de uma cremalheira

e - P

de N QEEE—E. Atraves de uma analise mera-
c metro -

mente cinematica apresente a relagao de mul

tiplicacao (ou sensibiiidade estatica deste

sistema.
\\q%

ENTRADA X;
.

Fig. P1.17

P1.18 Considere uma esfera de massa m que

esteja caindo dentro de um fluido de coefi~

ciente de atrito viscoso b sob a agao de
gravidade g. Desprezando o empuxo, determi-
ne a velocidade v(t) da esfera, a partir da
condigao de repouso. Qual € a constante de
tempo deste sistema? Qual e a ve10c1dade fi
nal ou limite deste sistema? Como voce fa—
ria para determinar experimentalmente a
constante de tempo? E o coeficiente de atri
to viscoso b? Procure sugerir mais de um me
todo. Determine o deslocamento x(t) da esfe
ra. Esboce graficamente v(t) versus t, e
x(t) versus t.
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P1.21. Escreva os circuitos analogos for-

i ani ixo.
a- corrente dos sistemas mecanicos abaixo,
ca-

P1.19. A lei de desintegracao de um material :
o bem como os correspondentes modelos matema

. S0
radioativo & dada por g% = -AN, onde ticos. Para b) e d) determine a forga -
N = quantidade de material radioativo, i bre a massa m,;.
A= constante, e t = tempo. )
' b) VO vocttods

Uma quantidade utilizada Pelog fisicos @ K conhecida
para medir a velocidade de desintegragio &
a meia-vida, que & o tempo necessario para b,
queé a quantidade de material radioativo se
ja reduzida 3 metade. A meia-vida de uma
certa espécie de Indio radioativo & de 72 £(t)Fonte de forca
seg. Qual € a constante de tempo desse ma- ‘ conhecida d)
terial? e ) FDTHQ””

my, my

P1.20. Um potenciometro cujas partes mo- : b,
veis tem massa m, = 0,02 xg mede o desloci k3 & & f

mento de um sistema massa-mola submetido a f4
uma entrada em degrau. A freqiencia natu - ; 'L——NﬁL———
ral medida & 210 rad/seg. Se a constante | i

de mola e a massa do sistema sao desconhe- o

k2
m, e
1 a

| ] m
cidas, podemos deduzir a freqliencia naty - ! ___w&$~fﬁ~ N |
ral apenas com os dados acima? ———ﬂ;——'J ms bz 7

1 _—
3
i

o\t

Suponhamos que uma massa adicional de e)

0,02 kg & adicionada\és Partes moveis do Fig. P1.21

cule a freqiencia natural verdadeira do
sistema, isto €, a frequencia anteg da adi
§ao do potenciodmetro,

P1.22. Determine o modelo matematico dos
seguintes sistemas:

Fig. P1.22

“ Fig. P1.20 =
[~ 17,
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P1.2 i

e t3. 0 motor do sistema abaixo fornece -
torque conhecido T; seu rotor tem um m
men inérci 2
men g isrzngic1algm € um amortecimento bm_
uito eletrico ania :

alogo deste i
tema e o seu modelo matematico. e

2

MOTOR

Jm , bmy

Fig. P1,23

§1.24.‘P§ra um Hovercraft experimental, movi
© a helice,a forga de tragao F que a hali-
ce fornece para move-lo depende da velocida

de v do mesmo em relacdo ao ar, de acordo =
com a equacgao:

F = 1000 - 2,0 v

0 P~ -
ca de :zrésto aerodinamico D, que & uma for-
rito se opondo ao movimento do velcu

lo, depende da veloci
eqﬂaggoz elocidade, sendo dado pela

5%
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—=——] HOVERCRAFT

v
Fig. P1.24

F e D em Newtons (N), v em km/h

A massa do veiculo @ m = 10 000 kg (por
hipotese constante)
a) Determine graficamente a velocidade
maxima v_ - do veiculo.
max

b) Comnsidere a velocidade v, = 50 km/h e

explique o que representa a diferenga entre

F (vl) e D (vl) e o0 que ela acarreta.

Se desejassemos atingir uma velocidade
-
menor, o que deverlamos fazer?
c¢) Determine o grafico da aceleragao con

tra a velocidade para este veiculo (apenas
de v = 0 ate v = v_=-_).
max
Explique rapidamente o que voce faria

para calcular o tempo para passar do repouso
a velocidade maxima?

P1.25. As caracteristicas de operacao de
muitos componentes de sistemas sao dadas na
forma de curvas de operagao, COmMO pOr exem =

plo na figura abaixo, onde e mostrada uma
familia tipica de curvas de operagao de um
motor obtida experimentalmente. Temos que
N = N(Q,T), onde N = velocidade do motor .
r.p.m., Q = vazao de combustivel, kg/h ,

T = torque do motor, em m.Kgf. Para uma ope-

ragao na vizinhanga do ponto (NO,QO,TO)
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(2 000, 26, 120), obtenha uma aproximagao 1i
nearlzada para N. O que acarreta sobre a ro-
tagao o aumento do torque para vazao constan
te? O que acarreta a rotagao o aumento da va
zao com o torque constante?

o
@

>
o

L INHAS DE
TORQUE
CONSTANTE

|
\
I

N
o

VAZAO DE cOMBUS T?vsLQ,h%

3
7
}

0 0 1200 1600 20;0 :
VELOCIDADE DO MOTOR N, r.p.mo 2400 2800

Fig.P1.25

P1.26. Suponhamos que lhe fosse dada a cai-
xa preta abaixo (um transdutor ou um ampli-
ador, por exemplo) e lhe fosse pedido que
determinasse as impedancias de entrada e de
saida. Como vocé as mediria no laboratorio?
Estabelega um ou mais métodos:

Fig. P1.26

— =
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P1.27. Na figura abaixo temos o esquema para
um instrumento indicador, por exemplo, um
voltimetro.

VOLTAGEM DE 4
ENTRADA bBOBINA MOLA

4

Fig. P1.27

No seu intervalo linear, a sensibilida-
de é dada por K = 0,02 rad/Volt e a resis -
téncia da bobina & R = 100Q.

Uma fonte de voltagem com impedancia de
salda de 10Q & ligada a bobina e uma defle-
xao de 0,2 rad. & obtida. Qual seria a vol-

: tagem da mesma fonte quando medida por um
voltimetro de 1mpedanc1a de entrada elevada?
(Considere que nao ha erros em nenhuma das

medicoes).

P1.28. Calcule a corrente no galvagametro
da ponte de Wheatstone abaixo (aplicando o
teorema de Thévenin).

Fig. P1.28
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P1.29. Calcule, pelo teorema de Thevenln, a
corremte no galvanometro do circuito abaixo.

P1.30. Qual € a im
—_— edanci
cuito abaixo? P ia de saida do cir-

B 4
3 &;:
e R S —
R3 c A R, 4
Z RS
D
Fig. P1.30

P1.31. Para a ponte de Wheatstone determine

Fig. P1.31
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a) a tensao E.

b) Supondo o circuito inicialmente ba-
lanceado (E = 0) e linearizando em tormno de
um ponto de operacao (V, RlO’ RZO’ R30, RAO)
mostre que

T r r T
e = ¥ r Rl _ RZ + 3 - R4 )
(1+1) 10 20 T30 40
onde Rl = RlO + Ty R2 = R20 + Tys
Ry = Ryg + T3 Ry = Ryg * 13
R
E=e;r= Ezg
10

P1.32. A taxa de mortalidade de uma espécie
de bacteria depende exclusivamente do nume-
ro de bacterias vivas. O modelo matematico

de tal sistema biologico & %_ = - K. B, on
de: B = numero de bacterias vivas; K = cons
tante. B

Chamemos de T o tempo necessario para
que a quantidade de bactérias se reduza a
metade. Para a espécie em consideragao, T=1
minuto.

Qual a constante de tempo deste sistema
biologico?

P1.33. Os segulntes dados foram obtidos para
Um sistema mecanico de 2= ordem com amorte-

cimento viscoso:

1) Massa m = 5 Kkg.

2) Rigidez K = 3 000 N/m.

3) A amplltude decresce a 0,25 do valor
inicial apos cinco ciclos consecutivos.



Determine:

a) 0 fator de amortecimento do amortece
dor do sistema. -
b) 0 coeficiente de amortecimento b.

c) Qual € a constante de tempo deste -
sistema?

d) Qual e a frequeéncia de oscilagao no
transitorio?

e) Qual o tempo de estabilizacgao para
5727

P1.34. Resolva as equacgOes recorrentes:

a) c(k+2) = 7c(k+1) + 10c(k) = 0 '
b) c(k+2) - 6c(k+1) + 9c(k) = 0

c) c(k+3) = 5c¢(k+2) + 8c(k+1l) -4e(k) = 0

d) c(k+2) - 2c(k+l) + 2c(k) = 0

e) c(k+1l) - 4e(k) = 3 3 c(0) = 8

£) c(k+2) - 6c(k+1) + Sc(k) = 5K

g) c(k+2) ~ 6c(k+l) + 5c(k) = 3k

h) c(k+2) - 6c(k+1) + 9c(k) = 3K

i) e(k+2) - 6c(k+1) + 5¢(k) = k2

i) e(k+2) = 6c(k+1) + 5c(k) = 3% &+ ok

P1.35. Determine a resposta do sistema dis-—

creto linear de 22 ordem invariante com o
tempo
) 2 2
(E” + 2nRE+ Q%) c(k) = K Q° r(k) s
c(0) =0
c(l) =0
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a entrada r(k) = 1, k = 0,1,2,......
Para: a) |n|< 1; b) In] = 13 e)nl> 1.

P1.36. 1. Provar por inducgao finita que

n
n _ _ n - 4 T (m n-r
A"y, = (E D7 oy, z (-1)° () E Vi
r=0
2. Provar que
-1 _ -1 _ -1 -
a) EE = E E =1, onde E Vi V-1
b) AE = EA
) ve'l = 71y

A
onde: Vyk = Yy yk—l

d) AE " = E A =V

e) VE = EV = A

£f) A [cyk] = cAyk » C = constante

m = m m
g) A [yk + zk] ATy, + b z,
m n m - Am+n

n =
A = A" A Vi i

h) A Yy

P1.37. Um capital de valor S € emprestado

no més zero a uma taxa de juros j. Deve ser
pago em N prestagoes iguais de valor P, con
secutivamente nos meses 1, 2,... , ky oo
N-1, N. O capital devido no més k + 1 & da-
do por
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c = (1 + j) ¢ ~ P

a) Deduza a expressao de Cro fungao de

CO’ iy P e k.
b) Forgando ¢ = 0, calcule P em fungao
de j e N.

P1.38. Voce recebe uma carta propondo-lhe -
entrar em uma "corrente da felicidade", lis
tando seis nomes e enderegos e pedindo -Llhe
para mandar um cruzeiro a primeira pessoa
da lista. Tambem lhe pedem na carta para es
crever uma nova carta retirando o primeiro
nome da lista e incluindo o seu no fim da
lista; a cada um de cinco amigos voce deve
enviar uma copia desta nova carta.

Modele o espalhamento destas cartas que
resultam da que voce recebeu supondo que a
corrente nao sera interrompida, e estude a
estabilidade do modelo discreto resultante

tomando X = n? de cartas na k-é-sima gera

¢ao, com a carta que voce recebeu correspon
dendo a X,=1, as cartas que voce escreveu
correspondendo a X3, etc. N

De acordo com as instrugoes da carta,
todos os que recebem as cartas da sexta.ge-
ragao deveriam enviar-lhe um cruzeiro. Se
isso ocorresse, quanto voce receberia?

P1.39. A série de nﬁmeros 1,2,3,5,8, 13 ,
21,... onde o proximo numero e obtldo pela
soma dos dois anteriores & conhecida como

seqiéncia de Fibonacci. Escreva um modelo re

correntepara a mesma, bem como obtenha uma
expressao analitica para o termo geral.

2

TRANSFORMAGOES FUNCIONATIS E RESPOSTA
EM FREQUENCIA

2.1 Introdugao

Neste capitulo apresentaremos algumas
transformagoes funcionais muito Gteis na
analise e sintese dinamica de qualquer sis-
tema, particularmente a transformada de La
place, refs. [A-2],|B-2],]|c-3| B

A manipulagao de equagdes diferenciais
envolve duas operagoes fundamentais: inte -
gragao e d1ferenc1agao. Qualquer transforma
¢ao que simplifique estes dois processos se
ra Gtil. Uma transformagao que nos permlte
atingir este objetivo, sobretudo no caso de
sistemas invariantes com o tempo & a trans-
formada de Laplace definida por

t

- A _
F(s) = 2 [e(e)] = r® £(0)e®t ae (2.1)
onde f(t) & fungao da variavel t, em nosso

caso normalmente o tempo; F(s), que também

representaremos poréf[f(tﬂ , € a transfor-
mada de Laplace de f(t) e e uma fungao da
variavel s, ja que t & uma variavel morta

que desaparece na 1ntegragao entre limites
definidos.

Observemos que a equacao (2.1) @ uma
definicao, nao requerendo portanto dedugao
ou prova. Porém, uma vez definida, podemos
deduzir uma série de propriedades desta
transformagao. Antes examinaremos rapidamen
te-a serie de Fourier e a transformada de
Fourier que permitem perceber a necessidade
e a utilidade da definigao (2.1).
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2.2 - Série de Fourier
Consideremos uma funcao perlodlca f(t)
da variavel t, de periodo T: £(t+T) = £(t).
Se £(t) satisfizer as condigoes de

Dirichilet para um periodo, a saber:

a) ter no maximo um nimero finito de descon
tinuidades

b) ter no maximo um nimero finito de maxi -
mos e minimos.

T/2

—T/
ela podera ser representada quase em qual
quer ponto pela serle de Fourier

) [£(E) | dt < o

f()=_20 4+ 2 3 (a_ cos nuw,t + b_sen nw,t)
T T n=1 n 1 n 1
(2.2)
onde w, = 27/T & a chamada frequencxa funda
mental, w=nw, & a freqllencia do enésimo har-
manico, w redal, e os coeficientes a , a e
= 0 n
bn sao dados por:
T/2
ag = S f(t)dt (2.3)
-T/2
T/2
a, = {T/Z f(t)eos wt dt , n=1,2,3,... (2.4)
T/2
b =17 f(t) sen wt dt, (2.5)
noo-r/2

Como em (2.4) e (2.5) t & uma variavel
morta, estes coeficientes sao apenas fun -
goes de w, donde transformagoes funcionais
que nos levam a representar a funcao f(t)

cos Wt + b_ sen Wt =
n n
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por (2.2), e passar de uma fungao do tempo
para uma funcgao da freqléncia, dado que to
das as amplitudes e defasagens serao fun

goes desta. Com uma transformada deste tipo
podemos levantar lnformagoes sobre f(t) obs
curecidas pela representagao no tempo, ape—
sar da necessidade tedrica de uma quantida-
de infinita de dados para descrever f(t)
completamente.

A Fig. 2.1 procura dar uma idéia de co
mo os dois pontos de vista apresentam aspec
tos diferentes que se completam.

[omplitude

dominio de
tempo

dominio de
frequencm

Como

— [(amined™ + ripe ] 26)
2

de (2.2) e (2.5) temos:

a - jb_= fT/zf(t)e’j‘“t ae & F(w) (2.7)
ol n - 2

. . b .
n (eJmt + e Jmt)_ jjﬂ (ert - e

-jwt
¥
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donde

. T/2
a + jb = f(t)e
n n £T/2

jut e & pew) (2.8)

que sao fungoes de w. De (2.6), (2.7) e
(2.8) podemos reescrever (2.2) como

[e]
a . .
£(t) = 2+ I [F(w)eJ‘”t + F(-we J‘”t]
n=1
que podemos simplificar ainda mais se obser
varmos que F(0)_ 20 e
T T
co ‘-1 .
I OF(-0)&d®t o 5 peyyedut
n=1 n=-ow
Com isto obtemos a forma exponencial
da série de Fourier
;'X) .
£(t) = = I F(w)ed¥t (2.9)
T
n=-o©

Podemos dizer que (2.7) representa uma
transformagao funcional de uma fungao de t
em uma fungao de We que (2.9) representa a
transformagao inversa recuperando f(t) de
sua transformada F(w),

Consideremos um exemplo da passagem da
repfesentagao de uma fungao perlodlca no do
mlnlo de tempo para sua representacgao mno do
minio de freqﬂenc1a, que nos permitira algu
mas observagoes interessantes.
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Exemplo - Determine a expansao em série de
Fourier na forma exponencial do trem de pul
§0 retangular representado na Fig. 2.2, bem
como determine o espectro de frequenc1a de
£(t).

Solugao - Para um periodo temos

0 - T/2 <t <0
f(t)={( A 0 <t < Tp
0 Tp <t <T/2
Como F(w) = ;3T £(£)ed®t 4¢ ) onde a-
d
valor qualquer de t, W = nw, e w, = 2
1 1 0T i
temos
T . . T
I B Y SR ') P =
Flw) = 5 = Ae R T 0
. -jWT jwT -WT
A -3eT ) A P J 2)
Jw P e 2 Mg 2 -e 2
-jwT
24 7 wT
donde, F(w) = e 2 sen —72, que reescre
-JwT “Tp
vemos como F{(w) = ATp e 2 sen 2 (2.10)
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Determinemos o espectro de freqllencia

de f(t), isto &, o grafico de F(w) versus w.

Como F(&) & um nimero complexo, plotaremos
apenas o grafico de amplltude ¥ (w)[ do es
pectro, ficando como exercicio o graflco de
defasagem F(®W) versus w.

De (2.10) obtemos uma]ndetenﬁnag%)para
W = 0 que podemos levantar pelo calculo de
F(0)= 11m F(w) (F(0) & um numero real); fa-

+0

zendo
X = ——73— temos

F(0) = lim AT g ¥ _SeB X
x> 0 p

.

aplicando a regra de L'Hopital

sen x e
/

[ .
1im 282 X =l;f; =1 e lime 3%=1,
>0 x . 4 %+0
* dx 1x=0
donde F(0) = A Tp = [F(Oﬂ.
Observemos que o valor medio de f(t) &
ATp _ _F(0) . Para W # 0 teremos
T
sen Ji;ﬁ
[F(w)|= AT
P wT
P
2

Suponhamos que A = 1, T = 1 seg e Tp =
0,2 seg e plotemos | F(w)| versus w, Fig.2.3.

(1) '
Tp ¢ —
. |__] P <z
-T °IB T 2T t
Fig. 2.2
n IF(M)’
0 0,200 [0
1 0,187 g
2 0 1 51 S «q:«;fre3 de
3 0 . 100 9l 0,87 reqiéncias
4 0,047 || |
5 0 ool 1l 1 A
6 0,031 -9-8T-6-54-32-10 | 56 9 n*%
7 0,043
8 0,038 Fig. 2.3
9 0,020
Observemos que uma fungao periodica
possu1 um espectro discreto de freqllencias,
simétrico em relagao a w =0, onde somente
as freqUenc1as w » 0 teém sentido fisico.
Se nos fosse dado o espectro de fre

qﬂenclas, ou seja, a representagao da fun -
cao perlodlca no dominio de freqléncias,sua
antitransformada seria dada por (2.9),

o0
£(t) = % T F(w) et
n=—c

em nosso caso



wT T
AT © sen —EB- jult - __jq
f(g) =—£ I —— e 2
T n=-— wT
_P
2
2.3 - Integral de Fourier

A série de Fourier permite uma trans-
formagao do dominio do tempo para o dominio
de freqllencias, e a obtengao de 1nformagoes
sobre o espectro de uma fungao pericdica.

Sera que poderiamos obter alguma fer
ramenta semelhante para as fungoes aper10d1
cas? Como definir tal transformacao?

De imediato consideramos a funcao ape
riodica como uma fungao pericdica de perlo—
do infinito. De fato, um tratamento matema-
tico alem dos nossos objetivos mostra que
este procedimento & aplicavel se:

a) f(t) puder ser expandida em serie de Fou
rier sobre qualquer intervalo finito.

b) o valor absoluto de f(t) for integravel
sobre o intervalo infinito, isto &,

[£(t) | dt < » .

Aplicando o que dissemos, quando T=® |
a equagao (2.7) pode ser escrita como

F(w) 8 7%e(e)e 08 ar = Fle] 21D

que & chamada de Transformada de Fourier.

A transformacao inversa, que permite
obter a fungao f(t), dada sua transformada
F(w),pode ser obtida imediatamente a vpar

tir da forma exponencial da sériede Fourier .
Para tanto reescrevemos (2.9) como
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1 . ® juwt :
f(t)= > Alu}ino i F(w)e Ay, ou seja
1 jut

dw (2.12)

™)
£() T _i F(w) e
que & conhecida como a antitransformada de
Fourier de F(w). No exemplo abaixo ressalta
remos alguns aspectos.

Exemplo - Determine o espectro de freqlen -
cia do pulso retangular representado na
Fig. 2.4.

Fig. 2.4

Solucao - Basta calcular a transformada de
Fourier de f(t),

A 0 <t < Tp
f(t)=

0 fora do intervalo acima

Pela definigao,
0 -jwt T -jwt
F(w) =F[£(0)] = L2 £(0)e % ar = 1P ae™ar -

_ ——-(l~ ejmT

T p)

. -
que reescreveremos usando o seguinte artifi
cio:
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juwT jwT jwT
F(w) == e 2 (e 7 - e 2 5 ) =
jur jwT
_ 28 - —P wI, _ “Tp
=3 e 2 sen —— = AT e 2 sen 2
P wT
P
2
donde
wT wT
sen P . P
F(w) = AT 2 2
P WT
%
2
Na Fig. 2.5 sao plotados |F(w) F (W
e F(w) versus w . Observemos qle: - Z;“i_l

a) como f(t) nao é periddica, wT_ # 2T
P

wT

sen —
b) F(w) = A TP i , que tem a for
;] -

2
ma da fungao _sen x|
wr,

c) [E(w) = - 7> > que @ fungao linear de

w .

|F(u)|

T T T T
a) ESPECTRO DE AMPL{TUDE
fm;
h ﬂ " o &
o|F(iw! 1 fud e
R \\?\d o o T w
o N N0 IN
{ | 1
) ESPECTRO DE FASE
Da Fig. 2.5 podemos observar que em
termos relativos, no intervalo 0 € w <X 2/Tp
estao as maiores contribuigoes para
a reconstltulgao do sinal e que este inter-
valo & tanto maior quanto menor a duragao
Tp do pulso, tendendo a infinito quando Tp - O.
Esta conclusao e muito importante em ana

1ise dinamica de sistemas, pois nos diz que
a faixa de freqﬁenclas requerida para repro

dugao fiel de um pulso retangular e tanto
maior quanto menor a duragao do pulso.
Observemos tambem que para uma fungao

perlodlca obtivemos um espectr continuo
de frequenc1as em oposigao ao caso da fun-
gao perlodlca, quo espectro e discreto, don
de o conteudo harmonico de um sinal aperlo—
dico & muito maior que o de um sinal perio

dico.
2.4 - Transformada de Laplace

Ja possuimos ferramentas para passar do
dominio de tempo para_o dominio de freqlen-

cias, tanto para fungoes perlodlcas como ape
riodicas, mas, apesar disto, existe uma gran
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de quantidade de fungoes para as quais a
transformada de Fourier & inatil, sugerindo
a necessidade de definirmos uma nova trans-
formagao.

Consideremos para tanto a obtengao da
transformada de Fourier da fungao:

at

e para t > 0 a complexo
f(t) =
0 para t < 0
Teremos

4

F(w)=_°foco £(t)e I¥t g¢ = iw e@tTIWE 4p -

(a - jwe o
= 2 (2.13)
a - jw 0

Se a parte real de a for negativa, te-

remos o valor zero no limite superior, don
de -

F(w) = _T_l___
jw - a

Porem se a parte real de a for positi-
va, F(w) divergira donde a transformada de
Fourier sera inUtil. Contudo se introduzir-
mos um fator de convergencia eJ0t, onde o &
um nlmero real suficientemente grande para
assegurar a convergencia, obteremos uma
transformagao definida que permitira estabe
lecer uma correspondencia biunivoca entre a
fungao £(t) e sua transformada , sobretudo
se restringirmos o intervalo de <integragao
de 0 a =

Em lugar de (2.13) escreveremos
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- Wt
2fe) e ot JJ¥t 4p -

L}

F(o,w)

= 2 £(v) (o Jut 4

0

t (2.14)

que podemos encarar como a transformada de
Fourier da funcao f£(t) e”9%t para t > 0,0 pa
ra t < 0, donde sua antitransformada seria,
de (2.12), para t > O:

O 2—;—_]’:dme3wt F(O,0) =
. - B et
= 2_TlT.fmd(,ueJ(m: { [f(t) e Ot] e JWT 4t
portanto

£(0= b 17 ae IO 2 £ T e (2.15)

Definindo s 2 o+ jw e eliminando w, co

mo ds = jdw , obtemos
1 o+j® 4 St ® ¢y Star
= - . s e .
£(t) i Sg-;w o

De (2.13), (2.14) e (2.15), definindo
a transformada de Laplace de f£(t) como

st

F(s) & 2 f(eye Stat (2.16)

sua antitransformada sera

1 Fo+je st
£(t) = 53 }G _ij F(s)e®Fds (2.17)

Com isto obtemos uma transformagao,
(2.16)que nos leva do dominio do tempo para
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o dominio de freqllencias complexas s=0 + jw,
sob condigoes de converg@ncia mais amenas do
que para a transformada de Fourier

( L. le(e)]dat < ») de £(t),ja que para £()e°"

teremos foooff(t)l e %t <o para algumo fi

nito.

Ao maior dos limites inferiores (g, )de
todo os valores de g satlsfatorlos para as-
segurar a convergenc1a, e atribuido o nome
de abscissa de convergencia absoluta. A equa
gao (2.17) nos diz que a antitransformada &
uma integral no plano complexo sobre a 11

nha de abscissa g, paralela ao eixo 1mag1na
rio.

Exemplo - Detgg%ine a transformada de Lapla
ce de f(t) = e"".
Solugao - Aplicando a definigao

F(s) =$[éat] - fo.oo oTat st =,['o°°e_(s+3)tdt=

- 1 e—(s+a)t ©
s + a
0
suponhamos que a = b + jc, b e ¢ reais. Co
mo s + a=g9g+ b+ j(c + w), basta que te -

nhamos o + b>0, ou seja, o > -b para que a
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integral conv1rJa. Logo oc=(-b)_é& a abscis-
sa de convergencia absoluta e P|e aﬂ =1/(s+a).

Exemplo - Determine a gransformada de Lapla
ce de f(t) = e~at 4+ o7 + e”C¢t  sendo
a <b < ¢ reais.
Solugao
F(s) = {m(e_at + e TPt efHe St g¢ -
=1 + 1 + 1
s + a s + b s + ¢
onde g, > -a, g, > -b, 03 > -c. Logo, o, >

Oy > _03. Portanto (-a) & a abscissa de con-
vergencia absoluta e

- = —ctl
,f [eat , oobt ecth | 1 1 + 1
R - s + a s +b s + ¢
Exemplo - Determine a transformada de Lapla
ce de f(t) = cos wt.
Solugao

cos wt =

—at 1
como ,.?[e j’ = 5 5> Portanto:

£[ = ( 1
[cos th ( —wJ + E_:B?_)’ donde
£ [cos wt] = 5 S
s + wz
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Exemplo - Determine a transformada de Lapla
Ce de - 0 p/t £0
£(t) = u(t) = 1 p/t >0
Solucao
F(s) = [®1e7%F ar = L
0 s

portanto,‘f[u(t)]= 1/s.

Consideremos o degrau unitario transladado
de a unidades de t para a direita, u(t-a) ,
que definimos como

u(t-a)

uft-a)

A fungao porta & definida como sendo a
fungao

4 - - - 2.18
Pab(t) u(t a) u(t b) ( )

representada pela Fig. 2.8.

A utilidade das fungoes transladadas,em
particular da fumgao porta e mostrada na
Fig. 2.9.
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Pap (t}

ol a b 1

[} (] L]
[ |
a) ul-t}51-u(t) b)u[-(t-aljzuta-t)

9] Py (1) 4t
- ‘ L1

-~ #t-a)ult-a)
/
t/ ult-g)
t t

4 fl
=" bit-a)

a o
Fig. 2.9
2.5 ~ Fungao Impulso Unitario

Se tentarmos derivar o degrau unitario
teremos dificuldade devido a descontinuida-

de em t = 0. Podemos tentar contornar este
problema imaginando que a fungao da Fig.
2.10 representara o degrau unitario se )

for feito tender a zero. Derivando esta fun
¢ao obtemos a fungao da Fig. 2.11, que repre
sentars a derivada de u(t), d(t), quando
to + 0 que, como vemos, constituira um pulso
de duragao nula, amplitude infinita e area
unitaria, definida como impulso unitario ou
funcao § de Dirac, de importancia em anali~
se dinamica de sistemas e que originou o de
senvolvimento da teoria das distribuigoes .
Determinemos a transformada de Laplace do
pulso da Fig. 2.11.
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u{t)
1
t
0 o
Fig. 2.10
u(t)} (para to+0) 1 1
", Pulso de LOEHT éreat §it-8)
dreat
t | t ] t
a) to ») o e b
Fig. 2.11
i -t.s
t = - - .
F(s) = [0 & e™Sfqe = L - e 07 (2.19)
0 tys

Quando t, > 0, a equacgao (2.19) da uma
1ndeterm1na§ao que levantamos pela aplica -
gao da regra de L'Hopital. Entao,

S’Eﬁ(t)] =1 (2.20)

0 1mpulso unitario representa uma quan
tidade fisica tal como um impacto. Se o 1m
pulso unitario for multiplicado por uma cons
tante, est® € considerada a magnltude do 1m
pulso, quando a duragao do impacto & muito
curta em relacao as constantes de tempo de
um SLStema, a resposta deste ao impacto Po
de ser obtida con51derando -a Ccomo a respos-
ta a um impulso de area (magnitude) apropria
da.
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Para evitar controversias matematicas
1"
deflnlremos o impulso unitario como uma fun
cao" com as seguintes propriedades:

a) I8t - b) de = 1 (2.21)

-0
b) 8(t - b) = 0, para t # b (2.21)
e) LT £(t) 8(t - b) dt = £(b)
2.6 - Teoremas e Definigoes sobre a Trans -
formada de Laplace
Teorema 1 - Linearidade
Sez,} (t)] = Fi(s) e Z[E,(e)] = Fy(s)

e se a e uma constante,

L LE(E) + £,(8)] = Fy(s) + F,(s)

£ [afl(t)] = aF,(s)

Prova: imediata_pela aplicagao da defimigao

de £[(¢)]
Teorema 2 - Diferenciagao Real

Se L[f(t)] = F(s),

FTE(E)] =sF(s)- £(0)

Nota - Se f(t) for descontinua em t=0, f(0)
sera interpretada como f(0%) por nossa con
vengao.

Prova: integrando (2.16) por partes, como
Ju dv = uv - [fv du , escolhemos
u = £(t) LS. du = f£(t)dt
- . —_e-St
dv = e Stdt .. v o= Ze

S



186

1

. -st|® o = _
Flo) = = = £(0eTH e L g f(ryeTSt
como ﬁf E(t)e~st dt = &?[é(tﬂ , (Que supore
mos, sem maior rigor, que exista), obtemos -
L[E(t)] = sF(s) - £(0)
Podemos demonstrar que para a enésima
derivada de £(t), £(n)(t),
i’[f(n)(t)} = s® F(s)-s2LE(0) -2 £ W (o) - ...
ff (1
-s f(n‘z)(o) - f(ﬂ*l)(o)/onAé4',W>"‘&“y (2.22)
Teorema 3 - Integracao Real
- 1 L L f(edde
L E@]=F(s), LUE()dE] = F(s) +—
t=0
(2.23)

Prova: analogamente a demonstragao anterior,
escolhendo agora

— . - t
u = e St .. qu = -se °% 4t

f(t)dt .°. dv = £(t)dt

<
1

temos

F(s) = (e_Stff(t)dt)‘ + s f‘:(ff(t)dt) e 5t
0

dt
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como

st

$['_ff(t)dt] ={°° (FJE(t)dr)e °Tdt

a equagao (2.23) & imediata.
Observemos que:
nao passa de uma constan
t=0
te de integragao que depende apenas do
estado inicial.

a) —is— SE(t)dt

b) A diferenciagao em relagao a t correspon
de a uma multiplicagao por s no dominio
de freqﬁgncias complexas, a menos de uma
constante.

c) A integragao em relacao a t corresponde
a uma divisao por s no dominio de fre -
quencias a menos de uma constante.

Exemplo ~ Determine a transformada de Lapla
ce da resposta c(t) de um sistema de 22 o7
dem a uma entrada r(t). -

er 200 ¢ +ole = K r(6),c(0) = cp,e(0) = 4@

(2.24)

Solucao - Usando os teoremas 1 e 2, a trans
formada do 19 membro de (2.24) &

-
£ Ei+2cmné+mic] = 2[e]+ 2¢ wnff[é]+m121££[c]

= szc(s)-sco _éO +2;wn [sC(s)—co] + wic(s)

= [§2 + Z;uhs + wﬂZJ C(s) - [s + 2;&5} o 50
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a transformada da entrada &

& r(t):l _ R(s), donde

C(s) = — 1
(s) 2 5= Km R(S)+(S+2§w )c + ¢
2
S +2Cw s 0 0
n n
Este exem !) permite tirar varias con-
clusces e estabelecer algumas deflnlgoes im
portantissimas pava a analise dinamica de
sistemas:
a) A transformada de Laplace nos permite
transformar uma equacdo diferencial em

uma equacao algébrica.

b) A transformada da equagao diferencial 1n
clui em si mesma as condicdes iniciais
que nos permitem corroborar e estabele -
cer o fato de que o sistema & excitado
nao somente pela fungao forgante, como
também pelas condigoes iniciais.

c) Se deseJarmos a resposta ao impulso uni

tdrio sera indiferente considerarmos )
sistema excitado por r(t) = &§(t) com con
digoes iniciais nulas ou o sistema livre
(r(t) = 0) com condlgoes iniciais ¢, =0,
¢y = Kw2. 0
n
d) Como a um sistema linear se aplica o

principio da superposicao, podemos consi

derar independentemente a resposta do

sistema a uma entrada qualquer com condi

¢oes iniciais nulas:

2
Kw
C(s) = L R(s) (2.25)

s“+2C w s+w2
n n

e, se necessario, adicionar a reposta da
sistema livre com condigoes iniciais
quaisquer.
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e) Como sabemos, a dinamica de um sistema
linear invariante com o tempo depende ex
clusivamente das raizes da equagao carac
terlstlca, em nosso caso,

s? + chns +w, =0
Nesta altura podemos definir dois con
ceitos muito importantes que sao: estabili-
dade e funcao de transferencia.

Embora existam muitas definigSes de es
tabilidade, para um sistema linear lnvarlan
te com o tempo, diremos que um sistema @ es
tavel se sua resposta transitoria a uma en—
trada limitada desaparece com o tempo.

Para um sistema estacioniario no estado
de repouso, a relagao entre a transformada
de Laplace da saida C(s) e a transformada
da entrada R(s) & definida como a fungao de
transferéncia do sistema, que representare-
mos por G(s). Assim,

C(s) A
”—R—(—S-)‘-‘ = G(S) (2.26)

Observemos que a fungao de transferen-
cia contem toda a informagao sobre a dinami
ca do sistema.

Desta forma, se caracterizarmos um sis
tema linear invariante com o tempo por sua
fungao de transferencia, conheceremos ime -
diatamente a transformada da resposta a
qualquer entrada e, além disso, a represen-—
tacao do sistema por um diagrama de bloco
se torna de muito grande utilidade.

C(s) = G(s) R(s)

LN Gls) LU




190

Para o nosso exemplo vemos que a fun -
cao de transferenc1a de um sistema de 22 or
dem sera

2
_ C(s) _ K wy
RO <+ 2zm s +w

Como nos interessamos sobretudo no estu
do de sistemas com parametros concentrados
invariantes com o tempo, quas fungoes de
transferencia sao fungoes racionais (quo -
ciente de polinomios), definindo N(s) como
o pollnomlo do numerador e D(s) como o poli
nomio do denominador de G(s) teremos

_ N(s) - _ ~
G(s) D(s) ° As raizes de N(s) = 0 serao
chamadas de zeros do sistema representado
por G(s) e as raizes de D(s) = O serao cha-

madas de polos do sistema.

Exemplo - Um exemplo classico de sistema de
comando hidraulico de posicao & apresentado
na Fig. 2.12. Esse sistema & constituido de
uma combinagao valvula-pist3o que & de fato
um integrador hidraulico e de uma barra flu
tuante; ref. |R- 2].

Este tipo de valvula ou distribuidor &
chamado de valvula balanceada porque as for
gas de pressao que agem sobre o pistao sao
todas balanceadas de modo que ele requeira
pouca forga para mudar sua posigao. A entra
da do sistema & a extremidade livre x da
barra flutuante que supomos artlculada e
sem nenhuma folga, e a saida & a posigao y
do pistao motor. Supomos que nao haja vaza-

mento entre as paredes laterais do pistao
e do cilindro, também supomos que no instan
te inicial, quando e =0, o sistema esteja

parado numa p051gao de equilibrio e que os
dois pequenos pistoes do carretel da valvu-
la estejam em uma posigao tal, que a valvu-
la esteja fechada.

Quando o carretel do distribuidorlé mo
vido para cima, o Bleo da fonte de alimenta
cao a alta pressao e admitido sobre a face
superlor do pistao e o fluido na parte infe
rior & retornado ao dremo , onde & recircu-
lado no sistema através de uma bomba. Tudo
ocorreria de maneira analoga se a valvula
tivesse sido movida no outro sentido.

Para uma queda de pressao Ap constante
entre a valvula e a camara do pisan, a va
zao de fluido q para a camara sera proporci
onal 3 area A descoberta pela valvula, que
¢ proporcional ao deslocamento e por ques
tao de projeto. Portanto, q = Cg A ¥ Ap =

Cle, onde Cd = coeficiente de descarga.

Esta vazao na camara do plStaO e igual
a taxa de varlagao de volume da camara com
o tempo, que_ e igual a velocidade do pistao

y vezes sua area A (para fluidos incom =
pressiveis), q = Aly, donde C €& = A1Dy, logo
C
1 -1
= D (2.27)
y Al e

onde vemos que temos uma integracgao.

Na Fig. 2.13 temos o sistema que esta-
mos discutindo com as Varlagoes X, e e y in
dicadas em relagao a p031gao de referencia.
Vemos que o valor de e ¢ uma fungao das va
riaveis independentes x e y.

A operagao deste servo-motor pode ser
visualizada do seguinte modo: quando a en-
trada x & variada em relagao a sua posigao
inicial, a barra flutuante prlmelramente gi
ra em torno da conexao em y, devido as gran
des forgas que atuando sobre o plSFaO man -
tem-no parado temporariamente. Devido ao mo
vimento correspodente de e, a valvula passa
a admitir fluido na camara do pistao para
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move-lo no sentido que torna e nulo. Na PO

sigao final da barra flutuante, na qual e e
novamente nulo, o pistao ter-se-a movido de

V.

arretel N
véivulg Ge 4 & \'. N
vias ou distri-
buidor /
dreno N
fonte de dleo
6 alta pressao—", pistao

A

dreno

\ \
* ctlindro
e motor

L . A\

T —
barra
flutuante

b)

Da Fig. 2.13b temos,para deslocamentos pe
quenos z : g = £ ; b » portanto
_ b a (2.28)
¢ T T - a + b 7

Neste exemplo nao ha outras equagoes ,
porem em geral teremos molas e amortecedo -
res e utilizaremos uma equagao de equili -
brio de forgas. De (2.27) e (2.28) o compor
tamento dinamico deste sistema sera dado por

A b

1 ~ .
(—EI D+ 2 } Yy = 555~ ¥, ouseja

(Tb + 1)y = Kx

oy (e) K
o x(t) ™ + 1 (2.29)
A -
onde T = ——léigi—hl e a constante de tem
1 o

po do sistema e K=b/a & a sua constante de
ganho.

Portanto a fungao de transferancia des
te sistema e

Y
_¥Cs) K (2.30)
X(s) Ts + 1
Notas - a) A semelhanga entre (2.30) e (2.
29) levou alguns autores a defi-
nir (2. 29) como o operador de

transferencia do sistema.

b) Em uma anilise mais detalhada de
vemos levar em conta as quedas
de pressao através dos orificios,
0 vazamento de o0leo em redor do
plstao e a compressibilidade do
oleo, ref. |B- 1] -

Exemplo - Determlne a fungao de transferen-—
cia entre a posigao do eixo do motor © e a
voltagem de entrada e] do campo do gerador
pPara o conjunto motor cc/gerador cc repre -
sentado na Fig. 2.14, onde o motor e alimen
tado com campo constante

Solugdo - Podemos escrever o seguinte modelo

a) Campo do gerador:

_ . di
e; = Rclc + Lc It (2.31)



b)
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Re gerador c.e. Rg motor c.c.
AAAA
=k AL =
[y ]
———
campo
L] do
nocme G e
gerador A (constante)
o1

. - \
03 = Con Perar L

Fig. 2.14

A relaggo entre a corrente de campo I

e a voltagem de salda do gerador E et
um circuito aberto € dada pela curva de
magnetlzagao do gerador e & em geral uma
fungao niao-linear,

E =K§ w
g ¢g

bg = K I, (2.32)

Se fizermos W constante e se conside -

rarmos que este conjunto & parte de um sis
tema de controle convenientemente projetado,
podemos fazer uma linearizacao e escrever

de.
c)

¢g T Kgic (2.33)

onde K, & uma constante de proporcionalida-

0 torque T desenvolv1do pelo motor mno ca—
so de excitacao de campo ¢ constante &
proporcional ao fluxo da armadura, donde,
com boa aproximacao, a corrente da arma-

dura 1a

d)

e)
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= K,1i = constante
?W 37cpotor .
T=Kyi,
= i = 2.34
T K2¢mla Kt K2 Qn ( )
Para a malha da armadura temos
di .
= R_1i a 4+ 2.35
eg_ Rala * La dt vO ( )
onde Kvé e a forga contra - eletromotriz

gerada, linearmente relacionada a veloci
dade com que as linhas de fluxo do campo
do motor sao cortadas, O, pela constante
de proporcionalidade K,

"0s torques resistivos sao devidos a 1ne£
cia, atrito viscoso, atrito de Coulomb ,
rigidez elastlca e torques de perturba -
gao devidos ds cargas aplicadas ao eixo
de saida. Neste exemplo nos limitaremos
aos dois primeiros. Desta maneira pode -

mos escrever
T = J5 + bb (2.36)

Transformando as equagoes (2.31) e(2.36)
para condigdes iniciais nulas obtemos

El(s) = (Rc + Lcs) Ic(s)
Eg(S) = 1.(s)
Eg(s) = (R, *+ Las) Ia(s) + K, s0 (s)

T(s) = K, I (s) = (Js2 + bs) 0 (s)

Cuja manipulagao algébrica nos da

0(s) _ !

El(s) - s(TCs + 1)(s2 + ZCwnS + wzn)
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- KgKt wz . Rab + K_K
1 RelpJ * “n L3 ’
RaJ 4+ Lyb R ,L£~
2zw_ = ‘ S
L,J 7T ke

Exemplo - Determinemos I (s) e I (s) para
o circuito da Flg 2.15, onde as tensoeslnl
ciais nos capacitores Cl e Cy sao Yl e Yz
respectivamente, e as correntes iniciais nos
indutores Ly e Lz sao P1 e P, respectivamen

te.
+
tensao
e,lt)
Fig. 2.15
Soluggo
Pela lei das malhas temos
di1 1
malh : i i -1
alha 1 L1 It Rlll + o S (11—12)dt +
d(i, - i,)
1 2
+ LZ —*T - el(t) =0

i . oms 1 . dig - i
malha 2: = 2~ iy)
alha Ryi, + o S iydt + Lz—————az-—l

1 . .
+.EI— f(12 - 11)dt + e2(t) =0
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Aplicando a transformada de Laplace le
vando em conta as condlgoes iniciais obte -
mos o sistema de equagoes algéebricas:

v
I9(s) — I5(s) 1
Lysiy(s) + Lypp + RiTy(s) + cs et
[, - 1,(9)]- 1,0, = E ()
o) M2
IZ(S) + T, §s§ — tLys [I (s)-I (s)] +Ly0q +
. I,(s) - I;(s) N - Eo(e)
Cls s 2
que podemos colocar na forma matricial
Z(s)I(s) = V(s):
(141 seR L - Lys- — ERS
172 1 Cis 2 Cqs 1
1 1 1,1
- Lgs - o Lys+Ry+( 7 + ,_CZ)S—J I (s)
Yy T
E1(8) = Lypy - 5+ 190
B Y y
1 2
B 5T 5 T P
J
onde:
a) z..(s)=(L,+L,)s + R, + 1 contémos ter
11 172 1 C1 =
mos correspondentes a todos os elementos

da malha 1.
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= 1 1 1 -
b) 222(5)—L23 + R2+ (E__ + E‘_)?T contém os
termos correspondentes a %odos os elemen
tos da malha 2.

1 -
—— contem os
Cis
termos correspondentes a todos os elemen
tos comuns as malhas 1 e 2.

d) 0 vetor

c) —z12(5)= - 221(5) = Lzs +

r 1
Vi) E1 ()= Lypy — = * Lyoy
V= =
Y1, Y2
Va () E(S) 5T 5T Loy

contém todas as fontes de excitagao incluin
do as condigoes iniciais.

Observemos que:

i) A tensao inicial num capacitor pode
ser encarada como uma fonte de temsao cons-
tante na malha.

ii) A corrente inicial num indutor pode
ser encarada como uma fonte com tensaov(t)=
Li(0) &(t), positiva se i(0) tem o mesmo sen
tido que a corrente na malha. -

Aplicando a regra de Cramer temos

, _ 1
Vi(s) Lys = ¢
1
1 1.1
Vy(s) Lys + Ry (Cl * ¢, s

11(s>; A(s)

Iz(s):
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1

(Tytkpds + By* 55 Vyi(s)
1
“L,s - o5 V,(s)
A(s)
onde
1 1
(L +L,y) s+R;+ EIE 1,8 s
A(s)= e A(s)=0
1 1 1,1
"LZS - —C-]_-S— LZS+R2+(T + E)T

€ a equacgao caracteristica do sistema.

Observagoes como as que fizemos permi-
tem que se escreva de imediato, por inspe -
¢ao, as matrizes Z(s) e V(s), donde o mode
lo de um circuito elétrico pelo método das
malhas. Sugerimos que o leitor desenvolvaum
procedimento semelhante para o modelamento
imediato pelo metodo dos nés.

Teorema 4 - Valor Final

Se (f[f(tﬂ = F(s) e se F(s) & analiti-
co fora do semiplano esquerdo do plano s, o
valor final de f£(t) e dado por

1im f(t) = lim s F(s) (2.37)
t>o s+0

. 00 b -
Prova: Como ¥ [f(t)] = [, f(t)e Stye=
=s F(s)-f(0), no limite quando s tende a ze-
rTo temos
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lin {‘” £(t)e %tar = Lim [sF(s)~£(0)]

A analiticidade de sF(s) e o fato de s
nao ser fungao de variavel de integragaopg£
mitem calcular o limite dentro do sinal de
integracao e obtemos

[T Eae = 1in [s7(s)-2(0)]  (2.38)
0 s>0
cujo primeiro membro podemos reescrever co-
mo:

Lim S £()de=lim [£(6)-£(0)]  (2.39)
L+

£~

de (2.38) e (2L39) e, como £(0) & uma cons-
tante em relagao a t e a s, temos

lim £(t) = 1lim sF(s)

> s=+0

que nos diz que podemos calcular o valor de
regime~de f(t) sem necessidade de antitrans
formacgao.

Teorema 5 - Valor inicial
Se % [f(t)j = F(s) e se existe lim sF(s),

o_valor inicial de f(t) & dado pela 57 ag -
cao:

lim £(t) = lim sF(s) (2,40)
t->0 S>o©

Prova: fica como exercicio.
Teorema 6 - Translacio real
Se Z[f(t)] = F(s) entao

ZLE(e - a) ult-a)] = e 2%F(s) (2.41)

rova: como F(s)é gm f(T)u(T)e—STdT, fazen-
o T e

o

=t -a, onde a e uma constante, temos
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F(s)= [” f(t-a)u(t-a)e S (t=a) gy oy _

foe] -
= @S { f(t-a)u(t-a)e Stdt

porque f(t-a)u(t-a) = 0 para t < a. Portan-

to,

Zlf(t-a)u(e-a)] = e 25p(q)

Exemplo: Determine a transformada de Lapla-

ce de um pulso em forma de meia onda senoi-
dal, Fig. 2.16. -

§plug§g:

£(t) = At:sen wt u(t) +senw (_t—-zr]‘:—) u(t- %)J >

#Ht)

Fig. 2.16

Podemos exprimir este pulso como
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w= =

T

Aplicando a equaggo (2.41),

. Ts
F(s) =—/&2-('°—~—2— (L+e 2 ), temos
s +Ww
N w - I s
= —_— W
F(s) e (1 + e )
s w
Teorema 7 - Translagao complexa
Se £ [f(t)]= F(s) e a complexocom par-
te real negativa,
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£ [e'atf(n] = F(s+a) (2.42)
Prova: fica como exercicio.

Exemplo: Determine a transformada de Lapla-
ce da resposta de um termdmetro de constan
te de tempo T ao sinal de temperatura da

Fig. 2.17a.

1) i
A _A.
! b3
1
H — t 3% St
+—F + - + +—t—+
b ©® 2% 3% 7% o 2% I
N -_A
a} 4% b}
Fig., 2.17

Solucao - Podemos considerar r(t) como a so
ma de 4 rampas

r(t) = r,(B)ult) + r,(t - 27) u(t - 27)

+

+r3ar31)u(t - 37T) + r4(t - 7T)u(t - 77T)

onde

0, tg O 0, t ¢ 2T
r, (t)= r,(t)=

Ay, £>0 (A, £ > a2t

2T 2T

0 , t g 37T (0 , t ¢ 7T
3(0 =], (0=,

it t > 3T mt. t > 71
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Derivando a curva da Fig. 2.17 obtemos

a curva da Fig. 2.17b que & a soma de 4 de
graus.

0, ts o0 0, t & 27
g (t)= g,(t)=
f?, t >0 _éf’ t > 21
0, t¢€ 3t Jo , tg 7T
t)=
R A 8,(8)=4 4
—E) t > 371 {Z—%—’ t > 7T

Derivando a curva da Fig. 2.17b obte -
mos T(t) representado na Fig. 2.18 por - um
trem de impulsos.

A A
e Jt) i< qt-77)
N t
T T
- sx 9123 7:5- dUt-4)
Fig. 2.18

Se integrarmos r(t) duas vezes obtere-
mos r(t). Donde, se quisermos obter a trans
formada da resposta do sistema para r(t)bas
ta determinarmos a transformada da resposta
ao trem de impulsos ¥(t) e entao “1ntegra -

l1a" duas vezes, ou seja, multiplica-la por
1/s2
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_ 1 A -2Ts A -31s -7Ts
R(S) = —SZ_ [_2‘[_ (l-e ) ﬁ(e -e )]
Como a fungao de transferencia do ter-—

mometro & €(s) L sua resposta tera
R(s) Ts + 1 ° p

por transformada

") - _
C(s) = _‘ZA— [ Lo 2TS_ %(e 3ts . 7Ts{l
2ts"(1ts + 1)

cuja antitransformagao fica como exercicio

Teorema 8 - Fungoes pericdicas
Seja f,(t) o primeiro periodo de uma
fungao de perlodo T. Se 2’[ £ (t)] =T (s)e
se [f(tﬂ =F (s), entao
F,(s)
T -
(s) s (2.43)
1 -e

Prova: podemos exprimir f(t) como

£(e)=f, ()u(e)+£, (£-T)u(e-T)+

+f1(t - 2T)u(t - 2T) +

F(s)= (l+e_ST + e 28T ...)Fl(s)
Fq(s)

F(s)e —0
1 - e-sT

Exemplo: Determine a transformada de Lapla
ce de um dente de serra, Fig. 2.19.
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£{t)

Fig. 2.19

Solugao Para o primeiro periodo temos

fl(t)= &t [u(t) -u(t - T)] , que podemos es
crever em uma forma conveniente para apllca
¢ao do teorema da translagao real

£,(0)= —%— [tu(t)—(t-T)u(t—T)—Tu(t—Tﬂ

_ A 1 _ 1 -Ts_ 1 -Tg| _
~‘Fl(s) - { - — e T = e ] =

s g2
-A [1 - (1 + sT)e_TS]
Tg2
-sY
e, de (2.43), F(s) = A 1-(1+sThe .

T s2(1-e~sT)

2.7 - A Antitransformada de Laplace

Embora a passagem para o dominio de
freqlencia seja muito Gtil, permitindo ana
lisar e sintetizar sistemas sem necessidade
de antltransformagao, a dlnamlca de um sis
tema no dominio de tempo Z 0 nosso interes—
se fundamental.

Como vimos, a transformagao inversa e
definida formalmente por uma integral de 1i
nha no plano s. Contudo nao utlhzarmms aqui
a teoria das fungoes de variaveis complexas,
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porque,para a maioria dos sistemas de nosso
interesse, sistemas lineares invariantes com
o tempo com excitagoes convenientemente es-
colhidas pelo engenheiro a fungao transfor
mada F(s) sera uma fungao racional, ouseja,
quociente de dois pollnomlos reals em s, fa
cilmente antltransformavel pela tecnica al
gébrica de expansao em fragoes parciais. Es
ta permite decompor F(s) em fungoes cujas
antitransformadas sao facilmente reconheci-
das.

Por exemplo:

f—ll:—i—] = u(t), 2t [————s }_ a] = 73t

Sem perda de generalidade podemos su -
por que o polinomio do denominador de F (s)
tenha grau n > m, onde m & o grau do polinp
mio do numerador, ou seja, que temosuma fra
¢ao propria. Caso comntrario podemos decom
por F(s) de forma que esta exigencia seja
satisfeita. Também sem perda de generalida-
de supomos que o polinomio do denominador
esteja fatorado.

Consideraremos dois exemplos simples ,
distinguindo o caso onde o denominador . tem
todas as raizes de multiplicidade wunitaria

(raizes simples) e o caso onde pelo menos
uma raiz tem multiplicidade maior (raizes
multiplas).

RATIZES SIMPLES: Suponhamos

a + bg .
= com a,b,c e ¢

F(s) (s —cl) (s - cz) i | 2

constantes e c] # Cy- Expandindo F(s)em fra
¢oes parciais temos
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a + bs KL R2 (g0
F(s) = o= Cl> G- o, (S-C1) (s =c2)
onde K1 e Kp sao constantes que devem ser

determinadas para (2.44) ser uma identidade.
Para isto bastar-nos-ia assumir tantos valo
res arbitrarios para s quantas fossem as
constantes e entao resolver as equagoes pa-
ra determina-las. Contudo, se esta escolha
for feita judiciosamente a determinagao de
Cada constante se fara imediatamente atra-
vés de uma equagao.

Se multiplicarmos os membros de (2.44)
por (s - c1) teremos

(s - c1) F(s)= (;‘—j—z—;-f KpHGsmeD) ooy

Entao, fazendo s = cj teremos
_a+ beg
K, =(s = c;) F(s) =
1 1 c, = ¢C
s=c 1 2
1
Analogamente
- (s- - _a*tbey

K, (s cz)F(s) P

s=c, 2 1

que levadas a (2.44) nos dao

F(s) = ! 1 , 2 bey L
e = ¢ s - ¢ R

cuja antitransformada & imediata
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F(s)=kye®1% + Kpe®2F = 2 DAL ot

Portanto, para n raizes simples,

1

RAIZES MULTIPLAS:

K. = (s - Ci) F(s)
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. beco eC2t
cp - e CHy -
, 1=1,2,...n
s=cji (2.45)

Suponhamos

a + bs

F(s) =
(s -

Cl)

(s = ¢cy)

onde ¢, tem mu1t1p11c1dade dois.

Neste caso

farehos a seguinte expansao em fragoes par
ciais -
F(s) = a + bg X1 K2 K3
(s-c )Z(s-cz) (s—clTZ+ s -cq *oes coy
(2.46)

Para determinar as constantes multipli

quemos primeiramente (2.46 2 -
foene ( ) por (s-cy)Z ob
2 s gt
(se)? B(s) = 2208 _ g TIPS
co 1 s - ¢, 3
] Ag?ra basta fazer s = ¢ para obtermos
Kl imediatamente como L »
Ky =(s-c » F(s) - a8+ bel
|s ¢y ‘1 2 €2

_ Para obter K2
cao a s e fazemos

derivamos (2.46) em rela

S=C

1

obtendo
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_ d 2 _d a + bs -
Kp= [}EE (s=e1) F(s{l _ . Tds ¢ s - ¢2 )
] s=c] s=cy
I L
2
(eg = ey
No caso de g raizes iguais, s = cij, te

remos analogamente

pat

~
1}

- p-1
4P _ q
Ty [ ; p_l(s Ci) F(s) ,
s . s=c,

1

J
[}
=
-
N
-
fa]

(2.47)

- L = 1 q-1 c.t
£ [ (s - cif%]‘ (@ - D¢ t* e i (2.48)

a antitransformada nao oferece mais proble -
mas, ficando como exercicio para o leitor.

Muitas vezes e conveniente fazermos uma
avalLagao graflca dos coeficientes da expan-
sao por fragoes parciais, como, por exemplo,
quando analisarmos e SLHtetlzarmos sistemas
pelo método do lugar das raizes na Referen -
cia [B 5

0 procedimento sera ilustrado atraves
de um exemplo que também p0551b111tara uma
seérie de observagoes interessantes em anali-
se dinamica.
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Exemplo: Suponhamos um sistema de 42 ordem
com fungao de transferencia

300(s +4)

6(8) = 57— 3 (s + T+ 33) (s + 6 = 38) (5+6+38)

e determinemos sua,resposta ao degrau unita
rio, C(s) = G(s). =-

Observemos inicialmente que os pglos
do sistema aparecem como dois pares comple-
x0s conjugados e que o sistema apresenta um
zero. A saida C(s) que desejamos antitrans-
formar apresenta além dos polos do sistema
um pdlo na origem do plano s, que & contri-
buido pela entrada, ou seja, que nio & raiz
da equagao caracteristica do sistema.

Para a avaliagao grafica plotemos no
plano s = 0 + jw os polos (que denotaremos
por x) do sistema e da entrada e os zeros
(que denotaremos por o):

Polo da entrada Py = 0

Polos do Sistema

zero z, = =4

que plotamos na Fig. 2.20.

Expandindo C(s) em fragdes parciais

K K K K K
C(s) = —0 4 i, 2 + 3. 4
s s -pp S =Py S -p,g s = p,
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iWw
P,
3 o _ 8
PLANO »
G
Qo
4
=1J3
J/J(P. ~Po)
2
o 5n|_|l[°|
@ positivos

e antitransformando obteremos

e(§) = Ko+ KeP1" + Ky eP2t + RyeP3" 4 g P4
onde vemos que K, sera a resposta ?e regime
deste sistema para o degrau unitarloz e os
demais componentes da resposta constituem a
resposta transit5r§a, que como Vemos e §a?3
mos & uma combinagao linear de exponenciais,
cujos expoentes sao os polos do sistema.

300 (s -z1)

K,=(s=p;)C(s) Ry ey P o
1=(s7p)C(s s=p, s(s7p,) (5-p5) (5-p,) -
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300(P1 - zg)
Pplpy — P (P - P3dlp; =)

basta-nos tomar o modulo e o argumento de
cada fator complexo que compoem K1 atraves
de uma régua e um transferidor conforme in
dicamos na Fig. 2.20; Por exemplo,(pl—pz) Y
© vetor que vai do polo p, ao pblo p,; e seu
valor & portanto 6,/90° e assim por diante ,
donde

- 300(4,44640) i /
Kl— (3,24070) (6 900)(7,1(—440)(12,14650) O’BM

Kj=a; + jb, = -0,8 - 30,08
_ Como p, € o complexo conjugado de Py >
entao K, &€ 0 complexo conjugado de K,, don-
de
Ky=a,=jb, = -0,8 + j0,08
Analogamente
300(p, - z,)
Ky = (s-p,) C(s) = 3 .
3 37" P3(pP437py) (p3-Py) (p5-p,)

s=p3

e repetindo o processo grafico em relagao ao
polo Ps obtemos

_ 300(8,2/1049) _
K3= (1071279 (7,17131°) (12,1/1159) (16/900) - 0,184

donde
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K3 = az + Jb3 = 0,18
Analogamente K, & o complexo conjugado
de K,. Da mesma forma, pelo teorema do va

lor %inal

. i 300 X 4 _1200 _
o= 218 [sc(sﬂ' (T-33)(1+33) (6-38) (6+38) - 1000 ~Ls2
donde

ce(t) = 1,2 + 2a1eOlt cosu&t—Zblegltsenw1t+

+ 2a3e03t cosw3t—2b3e°3t sen wst

1,2-1,6e " cos3t + 0,16e-t sen 3t +

+ O,36e_6t cos 8t

que podemos escrever como
_ -t -6t
c(t)=1,2-1,6e (cos3t-60)+0,36e cos8t

Esta solucdo mostra que este sistema
de 42 ordem, por apresentar o par de polos
P3 4 com parte real negativa bastante maior
(pdrtanto bem mais distante do eixo imagina
rio) que a do par de polos P1,2, que chama-
remos o par de polos dominantes, apresenta
essencialmente o comportamento de um siste~
ma de 22 ordem, ja que o amortecimento para
Py 4 ssendo muito maior suatcontribuigﬁo, po
dé’sér considerado desprezivel.

Apesar disto notemos que dois pares de
polos complexos conjugados acarretam duas
freqiiencias para a oscilagao transitdria,



Ressaltemos novamente que o comportamento

tran51tor10, independentemente do tipo de
exc1tagao e essencialmente caracterizado
pelos polos do sistemas linear invariante

com o tempo.

2.8 - Resposta ao impulso

Consideremos um sistema com fungao de
transferencia G(s). Se aplicamos a este sis
tema, em repouso, um impulso unitario sua
resposta ao impulso tera por transformada

c(s) = G(s)$[<3<t>] = o(s) (2.49)
que no dominio de tempo sera
c(t) = 271 [G(s)] = g(t) (2.50)

A equacgao (2.50) nos diz que a respos-
ta de um sistema inicialmente em repouso a
um impulso unltarlo e a antitransformada da
funcao de transferencia, ressaltando o rela
clonamento {ntimo entre a funcao de transfe
réncia e a resposta ao impulso de um siste~
ma.

Quando um sistema & excitado por en -
tradas de duracao desprezivel em relacao as
constantes de tempo do mesmo (choques), po-
demos freqientemente considerar sua respos-—
ta como sendo a resposta a um impulso de
certa magnitude que podemos determinar dos
resultados experimentais com hipdoteses adi
cionais, por exemplo, linearidade. Um exem-
plo ocorre quando aplicamos uma martelada
de curta duracao sobre um corpo de prova em
um ensaio de impacto. Outro exemplo ocorre
quando uma bola de ago atinge uma chapa.

Para obtermos a resposta ao impulso de
um sistema de 22 ordem subamortecido temos
"
C(s)= G(s) =

sz+2Cw s+ &
n n
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Antitransformando C(s) ou derivando a
resposta ao degrau obtemos g(t).

2.9 - Convolugao real de funcgoes continuas

Consideremos as fungoes continuas da
variavel t, f (t) e £.,(t). Definiremos a con
volugao ou produto dé convolugao destas fun
goes pela equagao

f1<c>*f2<t>§ e (D, (e~ dt

cuja 1nterpretagao podemos obter ao conside
rarmos as fungoes da Fig. 2.21.

Em termos da variavel morta T podemos
tragar as curvas da Fig.2.22.

Fagamos agora a multiplicagao das fun-
goes f.(1) e £,(t - T) e determinemos a area
sob a fungao produto fl(T)f (t - 1) em fun
gao de T permitindo que t tome qualquer va

lor. A Fig. 2.23 facilita a obtencao dos
resultados

t <0 o produto sera nulo
t =0 idem
0 <t < 2 regiao hachurada da Fig.

2.23c cuja area conforme t
varia neste intervalo e a-
presentada na Fig. 2.24.

£t > 2 produto nulo

t(0=afulr)-utr-pj) ttt1zat1- L) fuer)-utr~bJ)]

b>0
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O
a
b
Fig., 2.22
<0
£,(T)
1,(t-T) a
-
T
T=t-b t:y% b .
a) t0)%00)
oL 2b
a
//{: T
Tzt-b © Tzt b
b) Fig. 2.24
=2b
c
,fﬁﬁ%/L
.
° b T=t-b Tt
<)
Fig. 2.23
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Nota: Alguns autores usam a definicao

fl(t)*fz(t) = I_Zfl(T)fZ(t - 1)dT , mas isto

nao altera os resultados, ja que o in
tegrando nao & nulo apenas no interva
lo 0 <t <t, como f1(1)=0 para T <0 e
fo(t - 1)=0 para T > t. Contudo para
sistemas com antecipagao e entradas
para t < 0, os limites teriam de ser
- ® a +o,

Teorema 9 - Convolugao real

se;z’[fl(t)] = F(s) e & fz(t)] = F,(s)

entao

& [fl(t)*fz(t)] = $[.gtfl('r) £,(c - T)dTJ =

2[££ - T)fz(‘r)dT]= F (s)F,(s) (2.51)
Prova: Escrevamos

£(6)=E, ()%, (£)=[" £, (D F, (t- T)dTe F(e)=L[£(c)]

Da definigao da transformada de Lapla-
ce temos

F(s) = {°° Ut £(DE,(t - T)d‘l.'] eStae

Para exprimir F(s) como o produto de
Fl(s) e Fop(s) devemos estender os limites
de ambas as integragoes de 0 a ®: multipli-
quemos o integrando da segunda integral por
um degrau unitario u(t - T), que & igual a
unidade para T > t e zero para T £ t. Com
isto podemos estender o limite superior da
segunda integral para
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F(s)= [~ [.fw fl(T)fz(t -t )u(t - T)dT] e Stae
0 0

Invertendo a ordem de integragao entre
t e T temos

F(s) = /7 £,(1) [f” £,(t - Dult - T)e_Stdt] ar
0 1]

Do teorema da translagao real, a segun
da integral e igual a e“TSFZ(s).
Portanto

F(s)= {“’ £,(D [e"TSFZ(s)] at =

8Taq

=Fy(s) [T £ (De F,(s)F (s)

FI(S)FZ(S)

A convolugao permite calcular a respos
ta de um sistema para qualquer fungao for -
gante desde que conhegamos sua resposta ao
impulso.

Como vimos para um sistema com fungao
de transferencia G(s) em repouso, sua res -
posta ao impulso unitario & g(t). Para uma
entrada r(t) qualquer, a transformada da
sua resposta sera C(s)=G(s)R(s), cuja anti-
transformada sera

c(t)=g(t)*r(t) (3.52)

Verificamos que a resposta de um siste
ma linear a uma entrada qualquer r(t) e a
convolugao desta com a resposta ao impulso
do sistema. Desta forma podemos interpretar
a resposta c(t) da seguinte forma (Fig.2.25):

r(t - T) representa a entrada T segundos an
tes do instante presente t donde T = 0 cor
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responde ao presente, T > 0 ao tempo pas-
sado e T < 0 ao tempo futuro, como indica-
do na Fig. 2.25c¢c. Como r(t - T) & multipli
cado_por g(T), os valores passados da entra
da sao ponderados pela resposta ao impulso
do sistema.

rit) 9lt) volores futu- § valores pas-
roa de entra-| sodos de en-
da r(t-7) | troda

t t
o
a) ° b) c) ° t
Fig. 2.25

2.10 - Localizagao dos polos e estabilidade

Suponhamos um sistema linear invarian-
te com o tempo, de ordem n, com funcao de
transferencia G(s)= N(s)

s D(s)

Sua equagao caracteristica, D(s)=0, po
de ter raizes reais, puramente imaginarias
anjuga@as, ou complexas conjugadas, ja que
S0 nos interessam sistemas reais.

Como as caracteristicas din3micas da
resposta transitoria, conseqllentemente a es
tabilidade do sistema, independentemente da
entrada, sao determinadas pelos polos do
mesmo, consideremos por simplicidade a res
posta ao impulso unitario C(s)=G(s), que ex
pandida em fracoes parciais da -

G(s)= + o ———— Lt



()= K

...+ K epn
n

eP1% + K eP2ts. ..
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t
2

t

+8,ePit + ..+
1

De acordo com a natureza e comnseqllente
localizagao de cada polo do sistema no pla-
no s teremos diferentes caracteristicas da
resposta resumidas na Tabela 2.1.

Tabela 2.7 - Relaggo entre a localiza-
¢ao dos polos e sua comtri
buigao para a resposta (a
e w, reais nao mnegativos).

LOCALIZAGAO

PARA A RESPOSTA

CONTRIBUIGAQ

CARACTERISTICA

exponencial

o

amortecida

(estavel)

Keat

exponencial
crescente
(instave})

)
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JM
K
—_— >
ﬁ:o [ +
constante (por de
finicao instavel)
AW
YA
Ksen(ut + )]
< <
-4 sencide (por defi
nigao instavel)
5&
—-at
% AQQ Ke sen(wdt+¢)
— et
e ¢ | sendide
4a | exponencialmente
* Ja amortecida
(estavel)
A 1;‘1
éw,l % ket sen(wdt + @) ‘
—-—_—‘.—q
g -
¢ senoide
~JU). X exponencialmente
4 crescente \
(instavel) 1
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Temos desse modo que:
+polos do sistema com parte real negativa
(no semiplano esquerdo do plano s) contri
buem com resposta estavel.

. polos do sistema com parte real nula ( na
origem ou sobre o eixo imaginario do pla-
no s) contribuem com uma resposta constan
te ou senoidal, donde instavel pela nossa
definicao.

. polos do sistema com parte real positiva
(no semiplano direito do plano s) contri-
buem com resposta crescente com o tempo ,
donde instavel.

portanto, se o sistema tiver algum pdlo
fora do semiplano esquerdo do plano s ele
sera instavel.

Nossas conclusoes permanecem validas
enquanto g expressao matematica para a sal
da que inclui a fungao forcante, assim como
a funcgao de transferenc1a, tem um denomina-
dor na forma de um pOlanmlO algébrico. Mas
requerer que a fungao forgante assuma esta
forma & limita-la a uma classe muito menor
que a de todas as fungoes limitadas ex1g1 -
das pela nossa deflnlgao, excluindo a maio-
ria das fungoes forgantes mais importantes
fisicamente. Nosso argumento or1g1na1 seria
portanto 1ncomp1eto mesmo se estivéssemos
deseJando ignorar a 1mportante categoria das
fungoes de transferéncia nao- algébricas.

0 leitor pode abandonar a leitura do
restante desta segao se aceita heuristica -
mente nossa conclusao de que um sistema 1i

near estaclonario & estavel se e somente se
todos os pdlos da sua fungao de transferen-
c1a (zeros de sua equagao caracteristica) /
cairem no semiplano esquerdo do plano s.
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Teorema 10 - Uma condigao necessaria e sufi
ciente para a establlldade de um sistema 11
near estacionario & que o valor absoluto de
sua resposta ao impulso seja integravel so
bre um intervalo infinito, isto &,

fm[g(t)| dt seja finito

Prova 1 - Suficiéncia
De (2.52)
c(t)= g(t)=r(cr)= {‘” g(T)r (t-T)u(t-1)dT

A substituiczo de cada fator por sua
magnitude nao diminuira o valor absoluto da
integral. Como a entrada & limitada, existe
um numero finito M tal que |[r(t)| & M para
todos os valores do argumento. Portanto

c(e)s ™ fm]r(T)l dt
Se tivermos f Ig(T)]dT finita, a sal

da sera limitada e a suficieéncia do teorema
€ estabelecida.

Prova 2 - Necessidade

Suponhamos que %m lg(T”dT nao & limi- -
tada e demonstremos que e sempre possivel
construir pelo menos uma entrada limitada

pe o s
que acarrete uma saida ilimitada.

Consideremos a fungao resposta ao im -
pulso mostrada na Fig. 2.26 e suponhamos a
entrada definida de modo que r(t - T)= +1
sempre que g(T) & positiva e r(t - T)= -1
sempre que g(t) & negativa. Para esta entra
da limitada particular a equagao (2.52) se
torna

e() = leo)| = {7 [g(olar
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o
e a saida crescera sem limites se [ Ig(TﬂdT

for infinita, donde provamos a neces -
sidade.

Este resultado pede g(t) absolutamente
integravel sobre o intervalo infinito e nao
exclul fungoes resposta ao impulso que nao
sao limitadas desde que elas possuam uma in
tegral limitada. O impulso unitario & um
exemplo deste tipo. Contudo ela impoe res -
trlgoes mais severas na maneira em que g (t)
deve se aproximar de zero conforme t>®.

Estas distingoes se tornmam triviais no
caso muito comum de sistemas lineares com
parametros concentrados, nos quais todos os
termos transitb6rios devem assumir a forma
(K/nH)tn ePt, pn=0,1,2,... Neste c¢aso

fy ]g(t)ldt sera finita se e somente se

a parte real de p for negatlva, que € tam
bém a condigao para a fungao resposta ao
impulso desaparecer conforme t>® . Assim o

teste da resposta ao impulso permanece sig-
nificante de maneira bastante geral como
uma medida de estabilidade. Contudo uma fun
¢ao resposta ao impulso pode se aproximar de
zero conforme t se aproxima do infinito de
maneira tao lenta que a resposta cumulativa
a uma sucessao de impulsos nao desaparece ,
mas cresce sem limites. A definigao formal
foi requerida para cobrir este caso even -
tual.

<
S

i .

2.26
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Desta forma a fungao resposta ao impul
so senoidal & agora 1dent1f1cada definitiva
mente como 1nstave1 pois {senwt]dt nao
g limitada. Isto concorda com a intuigao fI
sicaj pelo menos para a maioria dos proble-
mas dinBmicos: oscilagao permanente dificil
mente poderla ser designada como estavel .
Uma afirmagao semelhante se aplica 3 fungao
g(t)=constante que & a resposta ao impulso
de um sistema integrador.

Para facilitar a analise transporemos
esta informacao para o dominio de freqlen -
cias.

Teorema 11

Um sistema linear com parametros con -
centrados & estavel se e somente se a trams
formada ‘de Laplace de sua resposta ao impui
so nao tiver polos no eixo imaginario ou no
semiplano direito do plano s.

A necessidade desta condicao segue - se
imediatamente a definigao da transformada
de Laplace

G(s)| = |{mg(t)e_3tdt]< {an(tﬂ [e—St|dt (2.53)

para todo s fora do semiplano esquerdo

le=st| <1, de modo que a equagao (2.53) pode ser
convertlda em
[6(s) | < fml g(t)| at para Re(s)

De acordo com o argumento prévio, esta
bilidade implica em f|g(t)|dt ser limitada,
ficando assim estabelecida a primeira parte
do teorema. Esta parte da prova realmente se
apllca a uma classe mais geral de 51stemas,
pois nao nos valemos da hipotese de parame-
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tros concentrados que implica em G(s) nao
poder ter outras singularidades que nao po-
los (uma singularidade & qualquer ponto no
qual a fungao deixa de ter uma unica deriva
da) .

Utilizaremos esta restrigao apenas pa
ra provar a suficiéncia do teorema, conside
rando G(s) expandida em fragaes parciais com
termos da forma K/(s-p)n+ . Os termos cor-
respondentes da fungao resposta ao im%ulso
devem entao assumir a forma (K/n!)tRePt, Se
todos os polos de G(s) tiverem partes reais
negativas a integral [ [g(t)|dt claramente
converge. 0

2.11 Aplicagao a fungao de miltiplas varia-
veis
Em uma equagao diferencial a derivadas

parciais temos duas ou mais variaveis inde-

pendentes. Para aplicar a transformada de
Laplace € conveniente considerarmos uma fun
gao f(y,t) das variaveis independentes y e
t. Neste caso podemos obter duas transforma
das de Laplace pois podemos integrar tanto
em relagao a t como a y. Portanto,

£, %(y,t{JQ{mf(y,t)e_St dt = F(y,s) (2.54)

£, [16,0] & 47 100 @y = 16,0 (2.55)

Continuando este raciocinio podemos es
crever

=3F1(y,5)

1% Bf(y,t)J= P oo -st
[—-— 3y { f(y,t)e ~dt 5

t Ay

Analogamente

0F, (y,8)
0 - 2

& Bf(y,t)w - —i'fu £(y,t)e sy dy = ——gr—
y 5t ot

Da mesma forma se f(y,t) & transforma-
vel com respeito a t e tem transgoFmada /
F(y,s) e se f(y,0) & o valor inicial | de
f£(y,t), entao o teorema da diferenciagao real
podera ser escrito como

2| BEGLY) o sp (y,8)-(y,0)
t ot !

Analogamente, para a condigao de con
torno £(0,t)

<$y[_ﬁfil:£l} = sF,(s,t)-£(0,1)

oy
c A £(y,t)
Tambem escrevendo fy(y,t) = —é—é%_~__

para as condigoes de contorno f(O,t)efy(O,t)
teremos

= §"Fy(s,0) - 5£(0,0) £, (0, )

Exemplo: O modelo que descreve o movimento

i , -
de uma corda vibrante e

2
ly(x,t) . 1 _37y(x,t) (2.56)
2 atz

ox’ v

onde y @ a velocidade de propagaggo de uma
perturbacao ao longo da corda e y(x,t) o
deslocamento da corda.

Podemos, por exemplo, transformar
(2.56) em relagao a x:
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2
¢ [Bfveol o 1 ¢ [y
x 3x2 v2 * atz

9 .

. 2 1 3 y(x,t)

e 5TY(s,t)-sy(0,£)-y_(0,t)=— —5>——
? x" 7 o2 3t2

que podemos escrever COomo uma equacgao dife

rencial ordinaria pois neste caso temos ape
nas derivadas em relagao a t.

2
éft Ji—zﬁ§i£l = szy(x,s)~sy(x,0)—yt(x,0)
ot

2 , )]
v2 £ ] y(x )

i

X B

2
a—iz- y(x,s)

= v
que podemos escrever

2
SZY(X»S) - sy(x,0) - yt(x,O) = v d2 y(x,s)
dx

2.12 - Resposta em Freqllencia

Por resposta em freqléncia entende-
mos a resposta de regime de um sistema a
uma entrada senoidal. Para um sistema 1i
near invariante com o tempo, ao qual nos 1i
mitaremos nesta secao, a resposta de regime
sera senoidal com a mesma freqllencia da
entrada, porém com uma amplitude e uma defa
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sagem em relagcao a entrada dependentes da
freqlencia.

Suponhamos um sistema de ordem n com

C(s)

funcdo de transferéncia YO

a _ N(s)
= G(s)= IOR
N(s) e D(s) sao geral, mas nao neces
sariamente polinomios em s. Para uma entra
da senoidal&g(t)=Asen wt, cuja transformada
e R(s) = soAgr 0 @ transformada da respos-

ta sera

C(s) = N(s) Aw _ N(s) Aw
D(s) 27 . 2~ D(s) (stiwm) (s-jw

Em termos dos pdlos p, do sistema e

da entrada, a expansao em fracgoes parciais de
4
C(s) dd

K K K Y ¢
C(s)= —21 2 P +—1. P
s ~p; s - py §-p, s+jw s-jw

cuja antitransformada da a resposta do siste
ma, composta de uma resposta transitoria ca -
racterizada pelos polos do sistema e de uma
resposta de regime que em sistemas estaveils
€ a parte que permanece apds o transitorio
desaparecer. Portanto a resposta de regime
sera

c:(t)=Cle_Jmt + Czert

Determinemos as constantes C1 e C

it

_ _N(s) Aw _N(-jw A _ . A

¢ D(s) s - jw D(-jw) 2j €(-30) 2]
s==jw
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_ _N(s) Aw N(j A
2 D(s) s+jw = D(:]?:)u; 27 " 6 (3w %

s=jw

Exprimamos a fungao completa j -
mo G(jw)= wa) + jQ(w), onde g(w) eGéiﬁi Sgo
fungoes reais de w . Como para termoé uma so
lugao real para um sistema real as constan -
tes devem ser complexas conjugadas,

G(-jw) = P(w) - jQ(w).

Portanto

regime coma t podemos escrever a resposta de

()= = o [PG) - jo@ ] eOF 4

>

+ 77 [P + jo)] edut

= A [Q(w) cos wt + P(w) sen wt1

i

2 2
[P + ®@]¥? 4 sen (wr + ¢

“.e(t) = B sen(wt + @)

onde B = [Pz(w) + Q2(w)} 1/2 Q(w)
A e tg ¢_§757'

Eortanto a relagao entre as amplitudes
-da saida de regime e a da entrada, que cha

mamos de ganho do sistema, @
1

\

)
/

{

| >

2 2
P2 + @] Y% = Je(iw)le a defasa
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gem § (w) daresposta de regime em relagao
a entrada e dada por 9 (w) = /G(jw), don
de a respost% em freqllencia de um sistema
pode ser ObEld? imediatamente de sua funcgao
de transferencia pela simples substituigao
de s por jw.

Devido & correspondencia entre a res -
posta no tempo e a resposta em freqléncia ,
podemos transferir as especificagoes do do
minio de tempo para o dominio de freqién -
cias, onde muitos procedimentos de analise,
teste e sintese sao bastante simples. Por
outro lado, atraves da obtengEo da resposta
em frequencia G(jw) podemos obter a fungao
de transferencia G(s) simplesmente fazendo
jw= s e dal a obtengdo da equagao diferen
cial do sistema sera imediata. Por exemplo,
suponhamos que determinemos experimentalmen
te a resposta harmonica de um sistema de 2%
ordem

sz
S8l = 6w - 7 )
R(jw) (Gu)™+ §22 woo + w
2
RKw
_Eiil— = G(s)- = 5 = 2
R(s) s< + ZCwns + wn

e a equagao diferencial correspondente sera
2 2
(0%+ 22w D + 0?) e(t) = Ko’ r (D)
n n n

2.13 -~ Representacgao Grafica das Caracterfg
ticas de Amplitude e de Fase
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Dediquemos nossa atengao, s duas compo
nentes da resposta harmdénica. Tanto a rela—
¢ao de amglitudei (ganho), como a diferenga
dg fase sao funcoes da freqiiencia que gosta
rlamos de representar graficamente, embora
ainda nao possamos avaliar toda a utilidade
desta representacao.

Consideremos um sistema de 12 ordem cu

Ja funcao de transferéncia &

C(s) _ 1
Ry T O = g

e cuja fungao harmonica correspondente &

G(iw)= C(iw) _ 1
(jw) XGW T T o

donde o ganho e o angulo de fase do sistema
sao

fG(jw)[ =1 | 1
ll + JLL)T’ 1+ (w'r)_z

b - L) - i we

que serao de utilidade quando representados
graficamente.

- Esta representacao pode ser feita de
varios maneiras, cada uma com suas vanta -
gens em aplicagoes especificas e muitas ve
zes se ?ompletando entre si. Uma maneira @&
plotar independentemente as curvas [G(jw)
versus w, que chamaremos diagrama g e /GG w)
versus Qque chamaremos diagrama B e que cons
E;tu;m Jun;os o chamado diagrama de Bode .

De fato otaremos j
e /G(jw) Eersus 102132510 lG(Jw)h&rSUS1oglom
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OQutro modo de representar & atraves de
um diagrama polar em um plano complexo onde
para cada freqiencia W teremos um vetor G(jw)
de modulo |G(jw)| e argumento /G(jw), que
chamaremos de diagrama de Nyquist. Outro mo
do ainda similar ao anterior € o chamado dia
grama polar inverso onde .para cada freqien-
cia w teremos um vetor G (jw) de modulo
IG(jwﬂ -1 ¢ argumento (-/6(jw)). Ha ainda o
chamado diagrama de Nichols-Blackonde a abs
cissa € /G(jw) e a ordenada 10g10|G(jw) .

_ Na Fig. 2.27 mostramos estas represen-
tagcoes para o sistema de 12 ordem.

Qualquer um destes modos de representa
cao grifica da resposta em freqllencia exige
um grande trabalho, que obviamente sera tan
to maior quanto maior for a ordem do siste-
ma, a menos que consigamos uma técnica de
representagao grafica aproximada, de cons -
trucao simples e rapida, mas bastante acu-
rada.

Veremos agora como fazer isto, sobretu
do pelo diagrama de Bode que pode ser o me
lhor ponto de partida para plotarmos aproxi
madamente os demailis diagramas.

Consideremos inicialmente um sistema com
funcao de transferéncia G(s) = 7%, cuja res
posta harmonica e G(jw)= 1%., w> 0

J

. 1
le(iw) | = |E\=—ul)— (2.57)
. it
/6(Jw) = - 5
Extraindo o logaritmo na base 10 de

(2.57) teremos a equagao



(b) diagrama polar

Im [G-I(/'U{] w 00

(a) diagrama de Bode
/G(/m)/

apcada 1,31” necy

Re c'(,‘w]
wn

0 M

(c)diagrama
polar inverso

(d) diagrama de
Nichols - Black
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log|G(jm) | = -log w

que plotada em um grafico com abscissa e or
denada logaritmicas & uma reta de declivida

loglc(juw)l _

de Tog w

-1.

Na Fig. 2.28 plotamos o ganho e a defa
sagem em coordenadas logarltmlcas, chamando
a atencao para a representagao convencional
em decibéis que nao sera usada, por nao ha
ver necessidade. Nesta, em lugarde]og[Gwaf
plotamos 20 log]G(Jw)[ como ordenada do d1a
grama o em papel semilogaritmico. Tambem &
comum dar-se a declividade em dB/decada, on
de uma década representa o intervalo de fre
qiéncias entre as freqlencias w, e w,= 10w,
ou em dB/oitava, onde a oitava representa o
intervalo de freqlléncias entre as freqien -
cias wy e wy = Zwl

a) Diagrama ¢ b) Diagrama B
33 =3 N [G{['E) (vu“.'l) r)
S G0 o1 | iod]
353 S8 S%icividade]-s00s, ("%%5eg!
S8 38,55 %écada e

/oifava
20f 11 f0f-- 90
(uhc’.lo ar.)
01 01 11 L1350
%eq)

201 -4f Ogf———————- | _190°

-4o+ -21 0011
a)diagrama OL (log-log) bjdiagram/3 (semi-log}
Fig. 2.28
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De form.? geral, para o sistema G(s)=sn,
temos G(jw)=(ju)™

log_{G(jw)[ =1 log w

que em um gri3fico log-log tera declividade
n.

Por outro lado, /G (jw)

grama de Bode deste sistema g 1
Fig. 2,29, protade

w
ol it [ 10 100
b)diagrama /3 (semi-iog}

i
i
a, ! 0

al)diagrama ©C (log-log )

Consideremos o sistema G(s)= -1
s + 1°

. 1
donde G(jw) = T30t © logle(iw) | =

= ~log|l + jur|= - % log (1 + w?¢2)

que Pcdemos plotar de forma simplificada /
considerando aproximagoes G_ para g
a
a) wT << 1 que nos di a reta de declividade
zero loglGa(]w}[ = 0, que chamaremos de
assintota de baixas freqllencias.
——————= "= barxas freqlencias
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b) wr s> 1, loglg(jw) | = - % log (w) % =

= -log wr,que chamaremos de assintota de
altas freqlléncias.

Observamos que para WT= 1, log]Ga(jw)l=0
e as duas assintotas se interceptam. A es
se valor de w = = damos o nome de freqiien-

cia de corte.

Observemos também que para WT =10,
log]Gagjw)]= -1 donde, a assintota de alta

freqliencia @ uma_reta de declividade -1 que
passa pela freqiencia de corte w = 1/7_
0 diagrama de Bode deste sistema & re

presentado na Fig. 2.30 ( A partir deste pon
to deixaremos de assinalar quais sao as coor
denadas logaritmicas nos diagramas, admitin
do-as como implicitas).

[Gljw) ! 1 1
0,707 | 7 «—— assintdtico
0,5 Exato !
N i
diagrama o !
©% 1 (papel log-log) .
IG(jw) 0

y T

S 4 Qé {ws 109%
i -~ ----o.

N

diagroma B

t (papel semi-log)

0,01

Fig. 2.30
A defasagem & dada por

[ =g o

De: imediato, para w = 1/T temos
G(jw) = =459,
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De forma geral, para o sistema . . a
H . Consideremos o sistema de 2~ ordem
G(s)=(l+ts)’,donde G(jw) = (1 +7jw)™,portanto
A iankive KU.)2n

log|G(jw)] = n log|l + jur| = n —%—1og @+ w’c?

-~ G(S) =
2 2
+ 2 s + W
Temos ° Cmn o
para wT << 1, 1og|G4jw)
baixas freqiéncias

0 + assintota de

e, de forma analoga,

para wT >> 1, log[qéjw)f= n log wrt K
G(jw) = 2
portanto, como B o i By +
, Gt § 28gp L
para wT = 1, loglg(jw)| = 0 . T w2 o
pera ut =10, Logla(iu) | = n _ loglc(iw)| = - —& log {Ll - @ + (2T ’_wn)}
X n
donde a assI?t?ta de altas freqlenciase uma a) Para << 1
reta de declividade n passando pela frequen Wn
cia de corte w = 1/t, Fig. 2.31. -
A defasagem & dada por /G(jw)=n tg_lwr S log|G§jw)[ = - —é" log 1 = 0,assintota de baixas
KA
66 60 freqliencias
. /} b) Para ﬁn >> 1 , como
1] K|
| I\\-1
i © , | “ r D) 4 =
! | W2 = ; w
72 7 — 1 - (2 = () >>2K%——>@
(3 Wy Wn Wn
Fig. 2.31
Fig. 2.32 ’
R 4
Log[egiw)| = - o log (2)"=-2l0g ()
Observemos que a multiglicaggo por uma —x n
constante K real positiva nao altera o dia-
grama de defasagem e apenas move o diagraya Portanto a assintota de altas freqlien-
o de uma constanFe log K. Por exemplo,o_%li v cias & uma reta de declividade -2, que in -
grama a para o sistema G(s) = K( ts + 1y 'se tercepta a assintota de baixas freqllencias
ra o da Fig. 2.32. na freqUencia de corte w = .
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i

i H i i

] I =
02 03 Q4 0506 0,8 Lo 2 3
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Os diagramasa e Bpara o sistema de 28
ordem sao representados na Fig. 2.33.

2.14 - Aﬁroximaggo do arcotangente para a
defasagem

Se a funcao de resposta harmdnica as -
sume a forma algebrica canonica

K(1 + ijl)(l + ij3)...
G(jw) = - - s
(Gw) T (1 + Juwty) (1 + jut,)...

e . 1
ou em termos das frequencias de corte We= 7
(8

K(1 + j—8D) (L + 3§ —%—;)

G(jw)= — - :
G+ 34D (1t —w“’;>-~-

onde K &, por definigao, a constante de ga-
nho do sistema, a defasagem ¢  para qual -

quer freqiéncia arbitraria w, considerada
sera
W
I} -1 wa -1 Wa -1 %a _
= -r - *+ t —= - tg + t —_—
ma 2 g w]_ wz (1)3
T8 2+ ...
Wy

Contudo se o diagrama a for dado, pode
mos calcular a defasagem diretamente pela a
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digao algébrica das contribuigoes de cada
segmento, Cada semi~reta de inclinagao n
contribui com uma defasagem n(II/2) para ca-
da freqllencia. Uma poligonal como a da Fig.
2.34 pode ser representada matematicamente
por (1+ j- ) donde contribui como uma de

fasa = ~luw
gem de % tg ?
i

|
; log w

Em ambos os casos temos que calcular o
aFcotangeete que felizmente pode ser expan-
dido em série de poteéncia alternada rapida-
mente convergente, onde o erro devido ao
truncamento da série & menor do que o pri
meiro termo desprezado. Dependendo dos valo
res relativos de w, e w, teremos -

W, W

-1 W
tg _wTa=Ta_%— (—a)3+i((ﬂi)5'—...para Wa <1

i i wy 5 Wy i

-1 Y3 1 Wi w; 3 Wy

e oty Lch- .

H wy w, w,

W
+ ... para > 1
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ou aproximadamente, com erro absoluto menor

do que L Ya %;L respectiva -
4 3 wi 3 a P
mente,
- W, LW <
tg 1 —mﬁ = wa para wa w,
i i
(2.58)
- Wg ~ I wy
tg 1 ma = — - wl para w, > we
i a

Definigao - Sistema de fase minima & aquele

que so tem pdlos e zeros fora do semiplano
direito do plano s.

Exemplo: Supomos que o diagrama o da Fig .

2,35 represente um sistema de fase minima .
Determinemos pela aproximaggo do arcotangen
te a defasagem do mesmo na freqﬁancia

3 rad/seg.

Solugao - Observemos que como uma constante

nao contribui com nenhuma defasagem, ela e
irrelevante para o nosso calculo.

Podemos considerar o diagrama O como
resultante da composigao dos diagramas (a),
(b) e (c). Apenas (c) apresenta uma ambigﬂi
dade, pois tanto pode representar dois po -
los reais e iguais, como um par de polos
complexos conjugados. Consideremos a primei
ra hipotese por simplicidade, e porque lon-
ge da frequéncia de corte nao ha diferenga
apreciavel.



Fig. 2.35

Para w = 3 rad/seg teremos as segulntes
contribuicoes para a defasagem do sistema,
em termos da aprox1ma§ao do arcotangente

I
™53 b) + (7- - ~T); c) 2(10) que soma -
das dao @ = -0,93 rad = -53,3°.

Para o calculo exato podemos conside -
rar que temos o sistema

6(jwy = KL+ ju)
j Jw)y2
jw(l + TU)

'.é(jw) (et w- —];— -2 tg_I%)

L=3 rad/seg

[l

-51,6°

A aprox1magaodo arcotangente e realmente
atil quando desejamos determinar a freqlen-
cia onde a defasagem tem um valor especifi-

i

2 e G
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cado, ou quando desejamos determinar as fre
qiiencias de corte se a defasagem para uma
dada freqllencia deve assumir um dado valor,
0 que acontecera comumente em problemas de
sintese.

2.15 - Determinacgao da constante de ganho
no diagrama o

De passagem podemos imaginar que o dia
grama O da Fig. 2.35 tenha sido obtido expe
rimentalmente, pela apllcagao de uma sendi-
de de freqllencia w e pela respectiva medida
do ganho_ G(jw)l e da defasagem /G(jw) em
relagao a entrada para diversos valores da
freqllencia. Do diagrama o vimos que podemos
escrever a resposta harmonica G(jw) e, con-
seqllentemente, a fungao de transferencia

o(s) = K+ 1)
s(0,1s + 1)
A constante de ganho também pode ser

calculada imediatamente do diagrama & ou de
G(jw) pois quando w+0, G(jw) tende a

o) - K
€§Jw) =3

Neste caso,

log|q§jw)|= log K- log w (2.59)

Como (2.59) € a equagao de uma reta de
coeficiente angular (-1), basta que determi
nemos, por exemplo, para qualquer valor de

w o valor de |G(jw)|sobre a assintota das
baixas freqleéncias, ou sobre o seu prolonga
mento, e que usemos a equagao (2.59) para

determinar K. A escolha mais simples & w =1
que nos diz que
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l[e{iD)] (2.60)

De forma geral, suponhamos um sistema
com n pdlos na orlgem. Podemos determinar K
diretamente da assintota das baixas freqUen
cias

log lGéjw)[ =logK-nlogw, k6 w>0
obtendo o mesmo resultado (2.60).
2.16 - Diagrama B aproximado

0 diagrama ¢ de qualquer sistema & ob-
tido de forma rapida, 51mples e bastante a-
curada atraves das assintotas. Os maiores er
ros sao cometidos nas prox1m1dades das fre
qiencias de corte. Para construgao rapida
do diagrama B podemos utilizar:

a) gabaritos para os sistemas de 12 e de 22
ordem.

b) aproximagao do arcotangente.
¢) representagao assintotica.

Esta ultima, embora n3o tao acurada
quanto a representaggo equivalente para [¢]
diagrama 0, apresenta alguma utilidade.

aConsideremos, por exemplo, um sistema

de 1= ordem G(jw) = T Tt cuja defasa
. _ 1 - . 1

gem na freqllencia de corte W, = — e ( TTL

Para uma freqiiencia wy qualquer temos

0= LGy = -egTh )

donde para w_ << .
a i

n

temos: @ 0,

assintota de baixas frequéncias do diagrama B

1l
para w_ >> w, temos: § =—-,
a i 2

assintota de altas freqiencias do diagrama B

que nos permite tragar um diagrama B assintpd
tico, que embora simples e Gtil pode . ser
melhorado através de uma corregao, 'diagrama
B assintotico corrigido™, Fig. 2.36a: na re
gido entre uma decada abaixo e uma acima da
freqiéencia de corte tracamos uma reta de de
clividade (-1) passando pelo ponto (wi,—AS )

. - "y -
Raciocinio analogo nos leva ao '"diagra
ma assintotico corrigido" para o sistema

de 22 ordem, Fig. 2.36b:
Kwnz
G(jw) = "
-wz tow % jZEwn

-459]

-909
. Fig. 2.36
[Gliw) wi W, 0%, w 8
07 I |
[ |
f i
‘ [
|
-90% ;
!
-90° ,

(ddcuda - ;

-180°
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2.17 - Esbogos dos diagramas polar e ©polar
inverso

0 conhecimento de dlagrama de Bode as-
sintotico permite nao so um trabalho quanti
tativo acurado, como tambem permite plotar
imediatamente os demais tipos de diagramas.
Veremos, entretanto, como esbogar rapidamen
te os diagramas polares direto e inverso pe
lo conhecimento dos valores nas baixas fre
qiienc:Las (w - 0) e nas altas frequenc1as(w—>oo)
Isto sera util quando estudarmos o critério
de Nyquist,

Para um sistema com fungao de transfe—-
rencia G(s) = a resposta harmonica e

s L
G(jw) um numero imaginirio puro.

Goy™

Quando w -~ 0 temos: |G(jw) ->°°,ZG(jw)='n(900)

e quando w>® temosj[G(jw)] -0,

fC(jw) = -n(90%) .

Na Fig. 2.37 sao esbogados os diagramas

polares e polar inverso para n =1, 2, 3.
a) Polar b) Polar inverso
w0 rmicliwi] wie Im[‘;"(iwﬂ

n=3 n=1
@0 n:2 w® n:4 @W=0 w3 .n:2 w30 n:4 wz0
R.[G(iw)] Ro[é'(iou)]
n:1 =3
©) Polar b) Polar
w0 @@ inverso
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Para G(jw) = S quando W + 0 te

1 + jw =
mos: [G(jw)| = K G(jw) = 0°, e quando W >

temos |G(jw)|] = 6, /G (Gw) = -90°,

. O0s esbogos dos diagramas polar e polar
;ng;rso para este sistema sao dados na Fig.

Im[6liwi] Im[6 (jel]
wim
wie K R,[G{jw)] =0 R.[Ei"(jw}]_
w=0 [3
w
a)Polor b)Potar
inverso
Fig. 2.38
. Kw
Para G(jw) = 7 > n quando
w, T oW+ j chnw
W > 0 temos !G(Jw)| /;(]w) = OO, e quan
do W * ® temos: IG(Jw)r 0, A4(jw) = -180°
e os diagramas polar e polar inverso sao
esbogados na Fig. 2.29.
a) Polar b) Polar inverso
Im[61jel]
Im[6"(iw]]
Gngulos

positivos

wI ‘\ -l
\ & \ R"?”""] /o: 6wl
W= L]
a)Poler .
) Pola
Fig. 2.39 . hrnnv'a:lo
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2.18 - Resposta em freqiéncia diretamente

do plano s

Consideremos a resposta harmonica de
um sistema linear invariante com o tempo

K(jw - z.) (fw - z,)
6@ ) = L v_g 2-- (2.61)
(Gw = py) (o = py) -
para qualquer fregiiéncia w,, os fatores
da equagao (2.61) sao os vetores mostrado§
na Fig. 2.40. Pelo método ja citado anterior

mente, podemos calcular | G(jwi) | e G(jwi).

Repetindo este processo podemos determi
nar os diagrams o e 8 diretamente.

jw
P3

"

22 x///ri 2z
P2
Fy

Fig. 2.40

2.19 - Caracteristicas da resposta em fre -
qiéncia de um sistema

'Da_mesma maneira que baseados no siste-

ma de 2= ordem estabelecemos criterios de
desempenho de sistemas no dominio de tempo ,
estabeleceremos criterios de desempenho pa

ra o dominio de freqliéncia. Estes criterios
permitirao correlacionar de forma exata para
o sistema de 2- ordem, e de forma aproxi-
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mada para outros sistemas (sobretudo em
termos dos polos dominantes) as respostas
transitoria e em freqléncia.

Para o projeto de sistemas dinamicos
sao indispensaveis critérios de desempenho
no tempo, poréem, bons métodos de projeto
de sistemas se utilizam com vantagem do do
minio de freqlléncias, sem necessidade de
antitransformacao para o dominio de tempo ,
gragas a correlagao bastante razoavel que
podemos estabelecer entre critérios de de
sempenho nos dois dominios. -

Definiremos como freqiiencia de ressonan
cia w, uma fregiiencia em que ocorre um va

lor maximo da relagao entre as amplitudes
de saida e de entrada que dendtaremos poOT
My = Wy : '
C(juw)
M(w) = |—===
(w) ‘ B(jw)

A curva M(w) pode apresentar varios,um
ou nenhum pico e correspondentemente varias,
uma ou nenhuma freqUencia de ressonancia,
Fig. 2.41,

@ Fig. 2.41

Wy W)

}-—quxa de punequm——'
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0 ideal seria que um sistema tivesse
M(w) praticamente constante em todas as fre
qiiencias, com isto evitando distorgoes de
amplitude devido & manipulagao diferente dos
diversos componentes harmonicos de um sinal
por um sistema.

De forma geral, mesmo que M(w) nao exi

. . =
ba picos, qualquer sistema real apresentara
uma faixa limitada de freqllencias.

Para levar em conta estas peculiarida-
des da resposta harmonica, apresentamos uma
curva M(w) tipica, sobretudo para sistemas
de malha fechada, onde definimos os crite -
rios de desempenho em freqﬂ@ncia, Fig.2.42,
que sao:

Mlw]

w

Fig. 2.42

a) Freqlencia de ressonEncia,wr

b) Pico normalizado em freqllencia

Moo
A w = 0w,

M
Py My =0

c) Faixa de passagem Wy
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Paga a resposta harmonica de um siste-

ma de 22 ordem a relacao entre as amplitu -
- p
des de saida e de entrada e

cGwy|. K

R(Jw) { 57 2 = 211/2
- (2 : W
* [1 ¢ wn) J * \_2’:( wn)] }

que derivada a igualada a zero da

M=|

wo = Wy 1 - 2g 0 <z 0,707
donde
X .
M s ———— 0 <z 0,707
w o= 2 /1_32
como Mm = 0 = K temos que
_ 1
M = 0 <g < 0,707

Po o V1 - 22

ja que fora desta faixa de fatores de amor-
tecimento nao teremos pico (Mp < 1) na res
posta em freqlencia. w

Da definicao de faixa de passagem obte
mos para o sistema de 2= ordem

2 !/ 2 4
wb=wn\/1-2; + V2 - 4" + 4g

Agora podemos comparar as especifica -
gaes apresentadas no Cap. 1 relativas a res
posta transitoria no tempo com as apresen:
tadas para a resposta em freqllencia.

. a
Para o sistema de 2= ordem temos
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SeVi-2 oy 1

a) M =1+ e =

P, Py 2cVi- 2

GRAFICOS DE Mo, s M €M Fungho oe 3

PARA SISTEMA DE 22 ORDEM

ambas fungoes de f e plotadas na Fig. 2.43.

Vemos que existe uma regiao de valores
de £ onde M £ e MPw se confundem, por exem
8,4, M -

plo, para g = Pw = 1,36 e MPt = 1,26.
= - F2
b) wy W 1 z
_ _ 2
w,o =0 1 2z
mb=mn%—2c2+\/2—4;2+4;4
sao todas funcoes de w et , Fig. 2.44, e
para um dado [ quanto maior qualquer uma
delas (W, ;,w_,w.), maior w_, donde menor o
tempo de esEabllizagao e portanto maior a

velocidade de resposta do sistema.
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Wy W
oRAFICOS DE— 4 <— €M Fungho oE 3
n

Wy Gy '
a
PARA SISTEMA DE 2= ORDEM

Fig. 2.44

Baseados nos resultados para um siste-
ma de 2% ordem e na experiéncia, faremos as
seguintes afirmacoes correlacionando as res
postas em freqléncia e no tempo para siste-
mas de qualquer ordem:

. Quanto maior a faixa de passagem, maior a
velocidade de resposta de um sistema.

.M € uma boa aproximagao de Mp o dentro do

Pw
intervalo normalmente aceitavel de fato -
res de amortecimento (0,4 < g < 0,707) .Em

termos de M, o intervalo aceitavel e
1,0 < Mpy < 1,4.
2.20 - Sistemas com atraso de transporte

0 modelo de um elemento tempo morto ou
atraso de transporte é c(t) = r(t - Tp),ou
seja, a saida € igual 2 entrada translada-
da de um tempo morto Ty, POT hipotese cons
tante. Aplicando o teorema da tramslagao
real temos

C(s) = R(s)e 'm S

donde a funcgao de transferencia do atraso

de transporte e
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-Ty
G(s) = e ™

que & uma fungao transcendental de s, dife-
rentemente das racionais, ja tao familiares.

A fungao resposta harmdnica & G(jw)=e

donde
[6(iw |
ALGw = —mEn

Portanto a amplitude da safda & identi

ca a da entrada e a defasagem da saIda em
relagao a entrada e proporCLOnal a frequen—
cia de ex01ta§ao. Como o minimo atraso de

fase que pode ser associado a uma fungao de
transferenc1a livre de atenuagao e zero, es
te- & um sistema de fase nao-minima.

2.21 - Transformada-g
Muitos processos reais apresentam uma

ou ambas das seguintes caracteristicas:

. Sua excitagao nao & continua, mas intermi
tente ou discreta no tempo.

. Sua saida nao é medida continuamente, mas
amostrada em instantes discretos.

Se estes processos fossem analisados
independentemente, nao haveria nenhuma novi
dade. Interessa-nos entretanto a

analise dinamica de sistemas onde diversos
componentes e/ou processos sao interconecta
dos. Tais processos ocorrem freqlentemente
em sistemas sociais, econoOmicos, fisicos e
outros, e se tornaram ainda mais freqllentes
com o advento e a inclusao do computador di
gital como parte do sistema.

-jwt

m,

25/

De modo geral podemos modelar a dis
cretizagao f*(t) de um sinal continuo £(t)
e realiza-la em muitos casos pela utiliza -
cao de um dispositivo que chamaremos amos -
trador e que representaremos, como na Fig,
2.45, por uma chave que & fechada a instan-
tes discretos ty por um intervalo de tempo dy.

) 5; *n . 2 .45

'k'dk

Muitas vezes ha mais de um amostrador
no sistema. Se todos eles sao abertos e fe
chados simultaneamente a intervalos constan
tes de tempo tg+1 - tk = T, temos uma amos-—
tragem sincrona de periodo T, Em outros ca
sos todos os amostradores, apesar de terem
o mesmo periodo, sao nao-sincronizados. Em
outros casos cada amostrador tem um periodo
diferente e temos amostragem com multiplas
taxas. Em outros casos ainda os amostrado -

res sao operados de forma aleatoria.

Aqui trataremos apenas dos sistemas com
periodo de amostragem constante e, se mais
de um amostrador for utilizado, considera -
los-emos sincronos.

Nestas condigoes modelemos matematica-
mente o amostrador cuja operagao de amostra
gem & representada na Fig. 2.46. No instan-
te T e em todos os miltiplos inteiros de T,
a saida fa(t) e um pulso retangular de dura
gao d, nos instantes restantes fd<t) & nulo.
Para 51mp11f1car a analise matematica supo-
nhamos que este trem de pulsos de pequena du
ragao d constante seja representado por um
trem de impulsos de mesmas areas f(kT)d. De



finimos o amostrador ideal como um amostra-
dor com duragao de fechamento d desprezivel
em relagao ao tempo em que fica aberto, e
em relagao as constantes de tempo do 31ste—

ma, ao qual o sinal mostrado & aplicado. Po

demos substltulr o amostrador real por ou-
tro ideal em série com um ampliador de ganho
d que, inclusive, pode ser associado ao dis
positivo sobre o qual aplicamos o 51na1amos
trado.

Imaginamos que o sinal amostrado & ge-
rado pelo produto da fungao m(t), represen-
tada na Fig. 2.46, pelo sinal f£(t).

£5(t) = £(t) m(t) (2.62)

onde

m(e) = I 8(t - kT) (2.63)

7
(1) Pd(f)

d .
’{ I‘* darea t(kT)d

amostrador

N
'H'll.
K

{ \J
| £(r) >/a. (1)
0T 2T3T411_'5'I'6T1T T,d

(b)

t(1) m(t)

segiidncia de sarda trem de impulsos
do amostrador ideal unitarios

amostrador ideal com
durlac o de fechamento
nula

f(t) 5{ (v) (r) I [
T l l b1 zrsTaTSTETTT OT 2T 3T 4T5T 61 7T

(e) (f)
Fig. 2.46
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Como T & constante, o valor de f(t) no
k-ésimo instante de amostragem sera repre -
sentado indiferentemente por f(kT), f(k) ou
fi. O amostrador ideal gera uma seqliencia
discreta de dados que podemos representar a
naliticamente por

co

£5(t) = {f,} = LI FRD) S(e-kn)  (2.64)

Observemos que:
a) Por hipotese f(t) = 0 para t < 0.

b) A seqiiencia {fy} representa f£(t) apenas
nos instantes de amostragem, donde pode
corresponder a uma infinidade de sinais
de entradas no amostrador, como represen
tamos na Fig. 2.47.

* -
A transformada de Laplace de £ (t) e
s - ~kT
Fi(s) = grf’(t)] = I f(kT)e o °
L k=0

onde e KT introduz, em geral, fungoes nao-
algébricas que fazem com que a analise de
sistemas amostrados por transformada de La-
place seja inconveniente. Para evitar estas
dificuldades, introduzimos uma mudanga de
variaveils.

A Ts (3.65)



260

que transforma o plano complexo s em um no
vo plano complexo z e que permite definir uma
nova transformagao funcional, a transformada
z da funcgao f(t) que & identica a transfor-
mada de Laplace do sinal pulsado £#(t), com
s = 1/T log, z -

Z[£]=F() famzE = 2] | = (s

nwe>
P
™8
(@}

s=T"1 1oge z
(2.66)

Como apenas os valores de f(kT) =f, sao
usados, a transformada-z de fato e definida
para tais seqlléncias {fy} e entao

[ee]

F(z) = 2{6d 2 2 fa”

k=0

Deste modo, a cada seqléncia {f } cor-
respondera uma transformada %{fy} que, con
forme discutimos anteriormente, corresponde
ra a mais de uma funcao f(ti, desde que es-
ta serie de potencias de z - seja convergen
te. Da teoria das séries de potencia sabe -
mos que a série tem um raio de convergencia
p tal que a série converge para ]z] >1/p.

k (2.66a)

Observemos que para a transformada - z
de f£(t) existir, esta deve ser definida pa-
ra todo t = kT, k = 0,1,2, ...

Exemplo: Determine a transformada-z de:
1) £(t) = bkt/T\r, b = constante positiva
S_?_lugao:
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© _ © -

F(z) = Z )} = ¢ szk= 5y bEz K

k=0 k=0
portanto, F(z) & uma progressaoc geométrica
de razao r = bz~ ', primeiro termo_a,y = 1 e
cuja soma dos k primeiros termos e
s - 20 (1 -1
k 1 -
Para |r| <1, donde |z| >b, lim rk =0
k>
a
s = lim s = ﬁg;

k>0

Portanto, para

[z] > b existiraa trans
formada-z e esta sera F(z 1

) = —
1 - bz E
. (t /o _ K1 Z
Assim, 3’[}3 /'D:I = Z{bk}l= e
2) f£(t) = eat, a constante
> _ .k _ _at
Solugao: Fazendo f, = b, onde b = e™", re-
caimos no exemplo anterior. A série seracon
vergente para \z\ > ed%¥, e a transformada
z sera Z[e?™]= -
z - eat
3) £(t) = sen wt
Solugao:
ikwT__ =jkwT
b -k ® o J¥_e -k
F = I sen kwTz ~ = I 3
= 7o k=0 2]
-1 ¢ 1 _ 1
2] pgdwT,ml 1 - 0T 1
F(z) = z sen ¥

zz— 2z cos W+ 1
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4) £(t) = u(t) ou, equivalentemente, fk =1,
k = 0,1,2, ...
Eoluggo:
[ee]
F(z) = z z_k
k=0
esta serie geométrica & convergente para
[z] > 1 e nos da F(z) = T—:l;:T s donde
= z .
F(z) = T
%* (o]
5) £(t) = £%(t) = ¥ &t - kT)
k=0

Soluggo:

F(z) =F'(s) = L[*0)]=1+e 84208 4 |

.

+ ... =1+ z_1 + z_2 + ...
_ z
donde F(z) = 2 T
6) f£(t) = t ou, equivalentemente, fk = kT ,
k=1,2 ...
Solugao:
® -
F(z) = I kTz K
k=0
como
(1 - x)-l =1+ x + X2+...+xk+.“,!x{< 1

diferenciando obtemos

Transformada-z e de Laplace

TABELA 2.2
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g g
A ~
5 | s
™ —Fm -%U 1 - N2 =1+ 2x + 3.
6b Q o
f é I 2
fal = «
Il e § ~ é
3 g g ks Portanto
= 4 (4] ] @
~ Il e S G -2 5
o = = =] o x(1 - x) = k x
o o o © S k=0
o Ty Ty Ty 0,
donde, fazendo x = z ~, ob
[
« s Tz
z) = 2
$ mm F(z) (z = 1)2 R
2, n
r 7) f£(t) = &(t - nT), n int
— — ~
R £l g s -
~ » -
Q 3 e ao: Neste caso f(t) =
gs| Ss)5s] o3 (3] 8 solugd i
E O v S gl @ gl = F[§ (t - aT)] = e ,
o oo gl © Pl Sl 2 3| g
w| o 3| w N 3| @ al o em particular, para n = 0,
o ~ ©o| o a0 2 N o 31 3
(9] N = ol ~ 0 =l 5] o]
|~ o 1 NEN =) 9| n
3 Q Ny o) 9l N L 8 _ 1
N| N ~ o~ N | \/NI ) F(S) B s + 3
(& 0 o~ N Nl N
a N ~
Solugao:
~ N3 Da tabela 2.2, F(z) =
N § +
3 —~ o~ ~ o~ o~
o 3| ~ <] ~ 3 3
il P + o s | 3 @
~ » + +| + ! ! 1
1 Sl el T “ 9) 6(s) = —
s (s + 1)
' Solugag:
)
3 5 o 5 temos
- 3
) o %)
~ 5] o
5 * @ © = g 1
o ) o a o G(s)= —— - 5 + —
@ « [ o (%} 3] s
Q 1 1 ]
a o o o

Expandindo G(s) em fragaes parciais ob

+|

v e x| <

ka [Xi<]-

temos

lz] >1
eiro positivo

*

£ (t); como

%[5 (t - nT):|=z_n
Z[s(e)] =1
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e entao da Tabela 2.2 temos

_ Tz _ .z z
6(z) = (z = 1)2 z - 1 "7 C e T
2.22 -~ Teoremas sobre a transformada-z

De forma aniloga a2 que fizemos para a
transformada de Laplace, obtenhamos,sem mui
to rigor, alguns resultados {teis ao nosso
trabalho.

Teorema z-l—Linearidade
———Z % T lhilnearidade

Se £.(t) e £,(t) tém transformada de
Laplace e se Fl(z = ¥ ﬁl(tﬂ e FZ(ZZ =
= foz(tﬂ » com a e b conStantes, éntao

& [af (t) + bs (t)] = aF (2z) + bF, (2)
1 2 1 2 (2.67)
Prova - Imediata

Teorema z - 2
—=orema z - 2

Se f(t) tem transformada de Laplace e
se QEf(t)J = F(z), entao

- > Ir 7
% [£(t + aT)] = Z {Eng } = 2 Ty, b
r n-1 —k
= zn’ F(z) - I sz n inteiro
- k=0 !
(2.68)
Prova- EBf; = fy4n ©» pPela definigao,
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™ k-0 2 g g(k+n)
Z {£ }=1 £ z z k+n
k+n k=0 k+n k=0
Fazendo m = k + n,
( m ool
* - n “m_ -m
Fif,,} =2 3 f2 =2 3 £z - 1 fe
k+n me=n tn=0 m=0
r~ n-1

= | F(2)- © g2k
k=0

Observamos que este resultado e analzgo
ao que obtivemos para a t?angformada de dzs
place no caso de diferenciagao real. O s

a e do em uma o-
locamento a frente e tran§fo?ma o .
peraggo algebrica de multlpllcagag por 3
alem disso as "condigoes iniciais'" sao in
cluidas.

Teorema z-3
% [E(t - nT) u(t - nT)] = g{fk_n} =
= z—nF(z), n inteiro

Prova

% [£(t - nT)u(t - aT)] =

= ; £ [(m—n)T] u Ehn—n)T] z ™, m inteiro
m=0

- 7 g [oewr]ofpemr ]2 @
0

m=
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fazendo m-n = k temos

=)

= I:f(t—nT)u(t-nT)] = z_nkz__nfk w z-k =

k=0
pois u = 0 para k < 0.
Notamos que este resultado & analogo ao

teorema da translagao real para a transfor-
mada de Laplace.

Teorema z-4 - Translaggo complexa
[ —-at
Z |f(t)e = F(zeal) (2.70)
Prova:

-—at | _ % ~akT,_ - R
SZ’[f(t)e ]‘kio fke a 3

aT
Fazendo z, = ze podemos escrever

fl‘v":f(t)e-aT]= E f. .z ~k

k =
k=0 1 F(zl)‘ F(ZeaT
Teorema z-5 - Teorema do valor final
. Se Z[E()] = F(2) e (1-2 HF(2) nie
tem pdlos no exterior do circulo unitario

centrado na origem do plano z, entao

L= Hn o tin G- hre (L
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P
Prova: Fica como exercicio.
Teorema z-6 — Teorema do valor inicial

~ Se f)f[:f(t):[ = F(z) e %_1)& F(z) existe,en
tao

*
= 1i = lim F(z) (2.72)
fO %—17-8 £ (t) Z >
Prova: Fica como exercicio.
Teorema z—-7 - Diferenciagao complexa

e Q’Ef(tﬂ = F(z), entao

d
ZRE(e)] = -Tz —— F(z) (2.73)
Prova:
r y = % kTf, 2 K =
Z [tf(t 5 k
k=0
T d -k
= -1 2 fk z (dz z )
k=0
di 5 -k d
=-Tz —| & f z =Tz — F(z)
dz{k=0 k Iz
Teorema z-8 - Se a & upa variavel indepen-

dente ou uma constante

g{_i_ f(t,a):‘ = 2 F(z,a) (2.74)
3a da
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onde F(z,a) = f[f(t,a):’

Prova: Pela definigio

-, .
glh f(t,a)] = ¢ 3
, = 5 £(kT,a)z K =
da J k=0 3a ( a)z
= 3 s -k
I £f(kT,a)z -

3
92 k=0 3, Flaa)

Defini ao: Conv olu ao z real ou Somatoria
o] ¢ [
~ ~

t
amos por {Ck} ={fk} %

{h } e cui
- u
tos sao dados por K Jos clemen-

c 4 IZ{ f h :

k = I £ h =
Zo ™km 2o kmm mEO oy, (2.75)
Como para k < m, h =0

k-m
Exemplos

a = = =
) Se f =h =1 para todo k > 0, entdo ¢y =k+1
b) Se £, =ksh =1 para todo k >0 , entdo ¢, = 1 +

+2 4 ..+ k = KD k
2
c) S = f =L - ~ by +hy
! Se fy £1= = £, =0 para k >2, entdo ck=_k k-1

2

Ieorema z -9

Se Z{fi}= F(2), Z{n} = H(z) entdo
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1.
% {fk} 3 {hk}| = F(z) H(z) _(._2.76)
Prova:
c(z)= %ic 1= o; c Z_k=
k k=0 k
0 [+ o (o] .
=z L £y PR Y th_z_k
k=0 m=0 ™™ m=0 Mg=0 <"

fazendo n=k-m , obtemos

00

0
c(z) = £ h  z =
) mEO m ngO n

[eo] -m o] -n
=z fmz b hn z = F(z) H(z)
m=0 n=0
porque hn = 0 para n < O.
2.93 - A inversa da transformada-z

Método I: Expansao em fragoes parciais.

De forma analoga & que fizemos no caso
da transformada de Laplace podemos expandir
F(z) em fragoes parcials, e entao identifi-
car na Tabela de transformada-z as anti -
transformadas correspondentes.

De acordo com a tabela de transformada
2z temos, por exemplo, que

-1 z Wk =
P [Z_b—J - {(b°}, k=0,1,2,... (2.77)
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_1 = {kbk}y k=0,1
J—(Z 52 1,2,... (2.78)

-1Tb b
Z z<_+>_] = M5, k=0,1,2,... (2.79)

S(z - bR

e entao & conveniente fazer a expansao de
F(z) em forma adequada para a utlllzagao da
Tabela. Para exempllflcar suponhamos que
F(z) tenha um pdlo p, com multiplicidade 3
e dois polos slmples P, € Pgy. Podemos expan
dir F(z) em fragoes pa¥ciais na forma

p.2z(z + p;)
F(z) = Kl 1 13 + R Pz
(z = py)

Z
+ K, — 4

2 2 3
(Z"Pl) z - pl

I L -z
4z ~ P, 5 gz =

Py (2.80)

tonseqllentemente a antitransformada sera

-1
O] - =k 0%+ kM

(2.81)

onde a determinacao dos coeflclentes K
L
Ks se faz de forma semelhante 3 dlscutlda

anteriormente para a transformada de Lapla-
ce.

Método II - Expansao em série de potencias de
-

Expandimos F(z) em série de poténcias
de z~1 dividindo o pol1nom10 do numerador
pelo polindmio do denominador. Como

© - - -
F(z) = I f.z L f. + £,z L, foz 2,
k 0 1 2
k=0
+ sz_k +
0os coeficientes da expansao constituem a

seqléncia procurada

F(z) = {f }— SIS PYRER
Exemplo: Determine a antitransformada-z de

b=constante

Z
¢ = =D -’

éoluggo - Método I

Expandindo Ei;l em fracoes parciais
c(z) _ 1, 2 1 _
.z z - 1 z - b (z -1)(z =~ b)
Portanto
P
C(2) } b ( z E 1 z i b )
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-1
L@ (o) - {ﬁ(l‘bk)} , k=0,1,2,...

Porque

L
T+ 5 1+ b+ bz ...+ bk +

C |
cCe = (1 + b + b2 - ..+ bk‘l)

Método II%: Dividindo o

P polinomi
dor pelo polindmio do de © do numera

nominador

2
z" ~ (1+b) z+b

_z=(1+b)+bz"l

(1+b) bzt
(1+b)—(1+b)2 -1 -2
z “+(1+b)hz Portanto,
(Lobep2y, L - (r0yba 2 o0
cé = 1+b P
¢y = I+b+b

e, = LebrbZe, 4571
2.24 - Solugdo de equagoes a
neares a coeficientes
la transformada-z

diferencas 1i-
constantes pe

Seja, por exemplo, a equacao

a,Cc
2%+2 31054 ¥ a5, = £ (2.82)

Z_1+(1+b)z_2+(1+b+b2)z“3+___
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do teorema z-2, se g{ck}= C(z) entao

% {ck+1} =z [c(z) - c& s

2
54 bk+2} =z [c(z) - c0] - zcy
Entao, a transformada-z de (2.82) sera
2r _ - -
a,z [c(=2) CO] ajzcy + a;z [C(z) cO]+

+a0 c(z) = F(z)

onde g{fk}= F(z)

(azz2 +toajz o+ ao) C(z) = F(;) +

+ ,(azz2 - alz) R (2.83)

Portanto, como no caso da aplicacgao da
transformada de Laplace a equagSes diferen-
ciais lineares invariantes, a transformada-
z aplicada a equagoes recorrentes lineares
invariantes as transforma em equacoes alge-
bricasonde as "condigoes iniciais" sao in =
cluidas.

De (2.83) temos

1

2
[F(z) + (32z +alz)c0+zc1a21
92"+ ayz + a,

é por antitransformagao se obtém {ck}
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2.25 - Sistemas discretos - fungdo de trans
ferencia pulsada G.°

De modo analogo ao que fizemospara sis
temas continuos, podemos proceder para sis-—
temas discretos lineares invariantes com o
tempo, cujos modelos sao equagoes recorren-
tes lineares a coeficientes constantes

n-1

n, =
(a B+ a JE *eeotal +age =

n-1

= (b E" + BuogB  * ... 4BiE +b)r (2.84)

definindo a fungao de transferencia pulsada
G(z) como sendo a relagéo entre as transfo;
madas-z das seqliéncias de saidaleklt, C(z) =
=£{nk}e de entrada {rkh R(z) = %{rk}, pa
ra o sistema inicialmente em "repouso" e
Tgs Ty Toseun, Ta-1 Bulos. Assim

JOR o) (2.85)
{'k} Sitema Discreto {ck}
R(2) PR c@z)
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Fazendo a transformada de (2.84) para
CO’Cl""’cn—l e ro,rl,...,rm_1 nulos, obte
s

mo
n-1 _
(anzn ta .z t ... 3z ¥ ao) c(z)
-1
(b 2™ + b__ 2" " ¥...+ byz + bg) R(z)
m m-1
+...+b.z+b
bmz + bm—lz 12+bg 2.86)
) = (
G(2) = n n-1

Exemplo: Consideremos um sistema discreto li
near

c(k +2) + 4e(k + 1) + 3c(k) = r(k + 1)+ 2r(k)

Portanto a funcao de transferencia pul-

sada do sistema e

C(z) _ z + 2

R(z) 22 + 4z + 3

~ - . -
e a equagao caracteristica e

22 + 4z + 3 =0

2.26 - 0 processo de amostragem COmMO uma MmO
dulagao de amplitude de pulsos

Consideremos a amostragem ideal. *Na
Fig. 2.46 vimos que o sinal amostrado f™(t)
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pode ser admitido como gerado pelo produto

de uma fungao moduladora m(t) pelo si a
sin -
modulado f(t). ? fnatnao

Normalmente o sinal nao-modulado f(t)e
aperiodico (donde seu espectro & continuo)
com a Waioria da sua energia concentrada eé
uma faixa de freqlencias baixas proximas a
zero. Na Figf 2.49 apresentamos um espectro
tipico de f(t).

Como a fungao amostradora & periddica,
podemos expandi-la em série de Fourier e ob
ter seu espectro descontinuo -

n(t) = 5
k=c

onde wy = 2n/T, wk = kws e

. ikw t
P(kas)eJ s (2.87)

T/2 .
PGiw) = —,}— J- m(eye JKWgE 4
-T/2

T/2

=3 s(rye dkugt 4o o 1 -jOkug 1
)t T e

sao os coeficientes da série que mostram
que as_amplitudes do espectro de freqllen -
clas sao constantes e so dependem do perio-
do de amostragem para o amostrador ideal.
Portanto

m(t) = -1 g

: ekast
k

(2.88)

=)

Determinemos o espectro de £*(t). Subs
tituindo (2.83) em (2.62) obtemos -
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* ® i
£500) = I g(e)edk%t
k=
* 1 @
. . 3 .
P () = FETW] = 1 F (3w -kw )]
k=
onde F [j(w ~ kws)] representa a transla-
¢ao do espectro de baixas freqiiencias cen

trado na freqllencia zero para a regido cen
trada em w, = kw . Portanto o sinal amostra
do contém %aixas de energia centradas em ca
da miltiplo inteiro da freqlencia de amos -
tragem com coeficiente de proporcionalidade
P(jwk) como ilustrado na Fig. 2.50.

[Ftiw)]

/I N—

FAIXA DE PASSAGEM DO SINAL

Fig. 2.49
[F"'(jw)]
) i \ ) %W / ! \. w
3Ws w3 -Ws ~we o we Ws ws 3Ws
2 re 2 z
Fig. 2.50

Deste modo concluimos que:

a) O processo de amostragem pode ser consi-
derado como uma modulagao de amplitude
do trem de impulsos pelo sinal de entra-
da e, como todo processo de modulagao,es
palha a energia, neste caso, Eobre uma
faixa bastante larga de fregllencias.



b)

c)
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A grande faixa de freqlencias do sinal
amostrado e uma grande limitacgao sua
transmissao.

[

E impossivel identificar componentes de
mensagem que tenham passado atraves de
um processo de amostragem, com qualquer

frequenc1a maior do que a metade da frequen
cia de amostragem. Este resultado & conhecl
do como o teorema de Shannon de amostra-
gem.

Portanto para evitar distorgao, o pe
riodo de amostragem deve ser menor do que a
metade do periodo da componente de maior
freqlencia W, do sinal £(t).

2.27 - Extrapoladores de dados

Em lugar de aplicar o sinal f(t) deci-
dimos, talvez por nao haver outra alternati
va, passa-lo por um amostrador. Deveriamos

‘“usar o sinal amostrado diretamente ou tentar

reconstruir f(t)?

Na grande maioria dos casos procuramos
reconstrui-lo porque:

"a) A maioria dos componentes de sistema de

medlgao e/ou controle sao continuos.

b) Desde que T seja escolhido conveniente -
mente, a amostragem de f(t) gera faixas
de freqléncia de largura (. onde o espec
tro de f£(t) & reproduzido com amplitude,
donde energia reduzida pelo fator 1/T
Portanto, a informaggo que nos interessa
esta na faixa (-_% ,%s ..

)

As faixas laterais, além de superfluas
deste ponto de vista, certamente introduzi-
rao ruido de freqlléencia elevada. Estas sao
razoes suficientes para introduzirmos um
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filtro passa-baixa apos o amostrador. Como
vantagem adicional podemos reduzir a preocu
pagao em satlsfazer rigidamente a regra_ de
Shannon, ja que neste caso a superp051gao
e conseqﬂentemente a distorgao serdao em uma
regiao do espectro de pequena importancia.

A reconstrugao aproximada do sinal a -
mostrado pode ser realizada atraves de dis
positivos extrapoladores ou seguradores de
dados, que determinam os valores durante os
intervalos de amostragem baseados na ultima
amostra, segurador de ordem zero,ou nas
duas ultimas amostras, segurador de ordem
umsou nas n Ultimas, segurador de ordem E:L

Dada a simplicidade e o desempenho do
segurador de ordem zero, este & freqllente -
mente usado; raramente um segurador de or -
dem dois ou maior & utilizado em virtude de
maior complexidade, custo, introdugao derué
do e defasagem excessivos.

Na Fig. 2.51 ilustramos a amostragem e
a reconstrugao de um sinal por um segurador

de ordem zero. A fungzo reconstruida e de
signada por fg (t) e @ uma série de pulsog
quadrados. Um pulso tipico comeca no instan
te kT, assumindo o valor f(kT) e termina no
instante (k + 1)T. Determinemos sua funcgao
de transferencia a partir de sua resposta
ao impulso que podemos escrever como g_{(t)=

=u(t) -u(t - T); sua transformada de Laplace
e Ggls) = 5 - -5
-Ts
. 1 -
ST Gg(s) = -—Se (3.89)

€ a funcao de transferencia do segurador de
ordem zero. Sua funcgao resposta harmonica
sera
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W
eJT

GS(jw) .
Jw

que podemos reescrever como

_JwT JU-‘T -jw L — =
6 _(w) =< 2( _eJ 2>=iejwzsen.@
g (Jw) = X © Z
T
6 (Gw) = |
s ARG - N

cujos diagramas o e B (espectros de amplltu

de e de fase) sao dados na Fig. 2.51b.
foytiewl
T
Al fe w
\ #(t) e [[sosurador ° ws [2eog 714w
! de —_— d
\! N ordem zero
v )y B
vk *t) Gyliw) ¢ oot
I WA L o t f ; 3
oo 3\ -n-——-'bs\df\“\43“\| we
(g M —— - !
i I
M e e L ;
t D }
al 0T 2r 4TsT b) AR — : -;\\&
Fig. 2.51
2.28 - Sistemas hibridos (sistemas amostra-
dos)

A maioria dos sistemas modernos de ins
trumentagao e/ou controle se enquadra nesta
categoria, pois inclui mais de um dos se
guintes tipos de componentes: dispositivos ana
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logos que recebem entrada continua e dao sal
da continua (conversao analoga- analoga) dlS
p051t1vos que recebem entrada continua e
dao saida discreta (conversao analoga- digi-
tal), dlSpOSltlvos que recebem entrada dis
creta e dao saida discreta (conversao digi~
tal-digital).

Computador analogico
Computador digital
Amostradores,moduladores
Demoduladores,seguradores

conversao A/A:
conversao D/D:
conversao A/D:
conversao D/A:
Exemplos de sistemas hlbrldOS' computador
hibrido onde as conversdes A/D e D/A sao
feitas na interface; sistemas de controle di
gital direto (CDD). -

Exemplo de
Exemplo de
Exemplo de
Exemplo de

Ja vimos como analisar sistemas analo-
gos e digitais. Vejamos agora como analisar
os demais. Para tanto consideremos a confi-

uracao apresentada na Fi . 2,52,
¢
(e} et
N t t
b T == - .
:s ; : : Fig. 2.52
rlt) ! >§ [ ﬁ”:{rk} seguradar ’i“,""“ | clt)
=1 andlogo
1 RRs Gs (6) Gg (s IEERALE
; | R(z) | [
| | 6(s)2Gel8) Gals) | | ———n
b e e T Ty
(IR WA 1,

Clz)

{4

A/D fisticio |-
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Tambem nestes problemas a fungao de
transferencia pulsada & de muita utilidade.
Consideremos a conversao D/A. Se fizermosuma
abstragao e introduzirmos um amostrador fic
ticio S¢, sincronizado com a entrada digi
tal {rkf de maneira a considerar a saida a-
penas em instantes discretos, teremos de cer
ta forma convertido nosso sistema para o CE
so D/D, onde c(t) & um sinal continuo, C(s)=
=6(s) R*(s) e G(s) = Gg(s) Ga(s).

"

Se r*(t)=.%&§8, c(t) & a funcao respo§‘
t

ta ao impulsowg e a saida de amostrador

ficticio sincronizado sera
(o) = g*(t)=g(t)m(t) = k§0 g(kT) &(t-kT) =
={g, } (2.90)

onde por definigao {c, } = {g } & a seqlén -
cia resposta ao impulso do sistema linear G.

Para uma seqllencia de entrada {rk}quai
quer, a saida do sistema sera

c(t)=r*(t) * g(t) = {m r*(t) g(t-Ddt =

= foo ; r(nT) 8(t - nT) gt - 1) dT
0 n=0

porque r*(t) = 0 para t < O.

Da definiggo de funggo impulso podemos
escrever

c(t) = I r@p gt - oD

donde nos instantes de amostragem t = kT
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e*(t) = {e 1= Zo o Eken (2.91)

Portanto, a saida do amostrador ficti-
cio, {ck} , & dada pela convolugao das se -
qiéncias de entrada {r,} e sequencia respos
ta ao impulso {gk} . Aplicando o teoremaz-9
temos:

¢(z) = G(z)R(z) (2.92)

donde G(z) & a funcao de transferencia pul-
sada anteriormente definida e &, evidente -
mente, a transformada-z da seqllencia respos
ta ao impulso

G(z) = Z{g} (2.93)
que podemos usar para sua definigao.

2.29 - Localizagao dos polos no planoz ees
tabilidade de sistema amostrado.

Como vimos, para um sistema continuo ser
estavel todos os seus polos no plano s devem es
tar no semiplano esquerdo, ou seja, devem ter
¢< 0, Fig. 2.53a.

Como

Ts _ OT _juwT -1
= e e

z = e , s=T loge z (2.94)

(2] = [e°T] [3T] = &%F

donde o sistema sera estivel para |z| < 1.

AR A
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Para ¢ = 0, eixo 1mag1nar10 do plano s,
z = erT, fz[ = 1, donde tal eixo & mapeado
sobre o contorno do circulo unitario. Na
Fig. 2.53 mostramos as regioes permitidas
aos polos de um sistema para que o mesmo se
ja estavel nos planos s e z.

Por outro lado,

FR(s) = L[] = 4§ R - jka)

k=~

Como

* . 1 «<
F (s—JmS) =< I F [s—j(k + 1) mS]=

[oe]
= L7 F(s+jnw )=F*(s), n=k + 1
T = s
vemos que F*(s) & uma fungao periédica de
periodo ju e, no plano s, toma os mesmos
valores nosS pontos congruentes nas varias fai
Xas, mostrados na Fig. 2.54, (por exemplo,

pontos Py Pi> p—l)'

Se pudermos determinar uma transforma—
cao complexa que mapeie o interior do clrcu
lo unitario do plano z no semlplano esquer—
do de um novo plano Y, e a regiao externa
do circulo unitario no semiplano direito do
plano Y, poderemos aproveitar os resultados
obtidos para sistemas continuos no plano s.
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jw Im 2]
/// plano 2
ptano s
estavel
G A Re[z]
a) b}
Fig. 2.53
Jw
. 3w,
faixa 1 i 2 . piano s
o |dwe
faixa 0 Pol 2 I3
- siws
faixa -1 B1| T2
DECTS
Fig. 2.54
~ T -
A transformagao z = e s’ (s=T 1loge z),

nao pode ser usada devido a periodicidade de
e’ e aos valores miltiplos de T 1loge z.
Precisamos de uma transformacao biunivoca
tal que cada ponto do interior do circulo
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unitario seja mapeado em um ponto do semi -
plano esquerdo do plano y, e assim por
diante. Uma transformagao que permite isto

€, por 1sso , adotaremos e a transformagio
bilinear:

1 +
2 = (2.95)
onde
Y= u+ jv (2.96)

Im[z] w
r’f”——ﬂ.—————__—_-‘Nh“a

prano §

(X u
/

plano z

Fig. 2.55

D&sta forma fazemos com que, por exem-—
plo, a faixa 0 do plano s, Fig. 2.54, seja
mapeada sobre todo o plano Y.

2.30 - Resposta em freqliencia de sistemas a
mostrados
Como .1 GST .
Y = = = u + jv
z + 1 esT 1

em particular para resposta harmonica s=jw
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jwl -
donde Yy = Eizﬁ———l .
ed + 1
i2x _ N
Como j tg x = e. -1 , entao
ed2x 4+ 1
. wT
Y =3 tg — (2.97)
portanto u = 0 e Y = jv, donde
- wT 2.98
v = tg =3 ( )

&€ uma freqléncia adimensional que chamare-
mos pseudofreqllencia, relacionada a frequen
cia w por

w= 2 gl (2.99)

Com isto todo nosso trabalho para os
sistemas continuos se aplica analogumente
para sistemas_ discretos e hibridos, bastan-
do fazer z = t " donde Y = jv e observara
equaggo (2.99}. Y

2.31 - Transformada-z modificada

Como a transformada-z se refere a se
quéncia {fy}, ela so0 descreve a fungao f(t)
nos instantes de amostragem.

Se considerarmos, por exemplo, a con -

versao D/A representada na Fig. 2.52, a sai

- - - -

da c(t) sera continua, embora a saida do

amostrador ficticio nos de apenas os valo -
res de c(t) nos instantes de amostragem.

Porem, utilizando o método sugerido
por R.H. Barker: colocar um elemento atrasa
. - - -
dor ficticio AT entre o processo continuo
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G{s) e o amostrador ficticio, Fig. 2. 56, PO
demos obter a resposta entre os 1nstantes
de amostragem meramente variando A entre 0
e 1, refs. [J=1] [S-2]

>

_.—_—_l s,

trasoa |

r-l ¢ uf‘::'?;w i_.f__/ ~EIkTAT
L____ T Clz,4)

rit) *e) | Clt)

Gis)

Observemos que a fungdo de transferen-
cia do sistema continuo modificado &

G(s, A) = G(s)c::_ATS

Embora pudessemos utilizar o teorema da
translacao real, & mais convenlente incorpo
rar o atraso flCtlclO diretamente 3 fungao
c(t) e definir sua transformada-z modifica-
da como

>

fe(e)] = Zlc(r), 4] Ly el 02 =

=C(z,A) 0 <A <1 (2.100)

Por comodidade e para seguir a notagao
comumente usada, fagamos m = 1 - Ae O<m <1.
Desta forma definimos a transformada z modi
ficada de uma fungao c(t) como
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Lo} "k _
E(t)] = g[}(t),m] =k£1 c(k+m~1)z =
=7 c(k+m)z—(k+1) = {e,} = C(z,m)
k=0
Em resumo
fxm{ck} 4 - koi._l c [(k+m)T] z_k, 0<m <1

(2.101)

Nota: Alguns autores definem a transformada~
z modificada como

8

c(k + m)z_

z [co)] =

[

k=0

Portanto podemos escrever para a salda
Y L .
do amostrador fictlcio

C(z,m) = %[g(t),m] R(z)

=£ZG(s)e_ATS:1R(z)=G(z,m)R(z) (2.102)

onde G(z,m) &, por definigao, a fungao de
transferencia pulsada modificada

G(z’m)éggm [e(0)] = 1 Brap-1%"%
(2.103)

Donde, para o sistema da Fig. 2.56, te

mos
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C(z,m) = 6(z,m) R(z) (2.104)
Exemplo - Determine a transformada-z modifi
cada de
1) £(t) = u(t)
p -k
gﬁ[f(t)] = kél k+m-1
i -k -1 -2 B
= 2 = + z + =
%m[u(t)] K21 1z z
- 1 -1 -2 _ 1
=z (1+z +2z "+ ..)=—"7
2) £(r) = e 2F
0
F(z,m)= & { e‘atl = 5 o a(k+m-1)T -k
m B k=1
o-amT [ s Y e—ZaTZ—3+.”]
—at e—amT
Tnle 1=
zZ - e

Na Tabela 2.3 sao apresentadas as trans
formadas-z modificadas de algumas fungoes.

Observemos que

F(z) = lim z F(z,m)
m~0

As propriedades da transformada-z modi
ficada sao similares as da transformada - z
convencional.

a) Resposta sobre o primeiro intervalo:

lim f [(k + m)T] = 1lim z F(z,m)
k=0 S »o0

b) Teorema do valor inicial:

lim f [(k + m)T] = lim z F(z,m)
k-0 Z >0
m->0 m->0

¢) Teorema do valor final:

lim £ [(k + m)T] = lim (z-1)F(z,m
k +o0 z 1 :

d) Multiplicacao por t:

Z [ef(r)] = Tifm—l) F(z,m) - z —”—(Z—‘“—)—]

32
e) Multiplicacao por t9, q inteiro > O

g [ti5()] = T [(m-DF(z,m)- z 52 F (z,m]

: -1
onde Fy (z,m) = 3& Ltq f(t)l

f) Translagao complexa:
r - - -
Z 1£(t)e aT]:e aT (m D F(zeaT,m)
-
g)Diferenciagdo em relagao a m:
3 _ _29
¥ = £(k-1+m)T = —%— F(z,m)
m | 3m am

h) Integragao em relagao a m!
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Tabela 2.3 Transformada~z modificada
£(t) (t£=20)  F(z,m)
(t) 0
K
Ku(t) =1
t mT T
z -1 (=12
_t2 T2 [ m2 - 2m+12+ 2 :l
2 2z -1 @D (z - D)3
L¥e_at —amT
-aT
z - e
-at T ~amT m . e_aT
aT -aT, 2
z - e (z -e °7)
e—at 1 _ e_amT
z - 1 z — e al
1 —e™at mT - 1/a T + omamT
= 1z =132 —
a z 1 (z -1) alz-e aT)
- - r -al-
i- (1+at)e at Z } - - e amT | 1}aTTT , aT e T
. z—e 2" (z-¢72T)2]
f sen at z ;en amT + sen (1 - m)aT
z" - 2z cos aT + 1
cos at z ;os amT - cos (1 - m)aT
2" -~ 2z cos aT + 1
i
{ e . (_1)n 30 e—amT
= lim — )
n. a*0 n! da 7 - e-aT
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1
Z [ﬂnf(k—l+m)Tdm1 =fmF(z,m)dm
mle d [}

i) Teorema do limite:

Z [lim £(k-1+m)T] = 1im F(z,m) , O<m <1

m-m o S momg
2.32 -~ A inversa da transformada-z modifici
da

Podemos, por exemplo, expandir a trans-
formada-z modificada em serie de potencias
de (z~1) para obter

F(z,m) = f(mT)z_l + f [(m+1)T] z—-2 +

+ £[(m + 2)71] 23 al

Por exemplo, seja

3{z - 0,819 - (z -1)e 02
(z~1)(z-0,276)

C(z,m) =

dividindo o numerador pelo denominador obte-
mos

C(z,m) = 3[(1—x)z_l + (0,457 -0,276x)z % +

+ (0,307 - 0,76x)z > + (0,266 - 0,0205%) z%+

+ (0,253 - 0,0051x%)z > +:| , x=e 02

e—O,Zm)

donde co(m) = 3(1 c(t) », 0< t«gT

Cl(m) = 1,371(1 - 0;6004e_0’2m);c(t), T< t<€2T
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¢, = 0,921(1 - 0,248e 02 = ¢(r) , 2T< t <3T

cy(m) = 0,798 (1-0,0776 022y _c(e) , 37< £ <4T

c(m = 0,759 (1-0,020e" 07" M=c(t) , 4T< € <5T

2.33 - Sistemas amostrados com atraso de
transporte

Suponhamos a configuragao da Fig. 2.57
onde a fungao r(t) transladada de T unida-
des para a direita e amostrada.

Se o atraso de transporte for um mﬁlti
plo inteiro do intervalo de _ amostragem ,
T = AT, o sinal amostrado sera nulo ate k<A
entao tomara os valores de r(t) transladado
de AT unidades, r(t - AT) e amostrado, dan-
do o resultado ja conhecido.

T

rit) «Om® r{t-Gm) )\ AR SR Y]
r
rit) r{t-Gm!
Sm
t
|
1 i
M N N ! | ot
° ° XToosT
Fig. 2.57
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C(z)=9f[r(t->\T)] = z_>\ R(z) , A inteiro positivo

S.C(z,m) =9% [r(t— AT) ] = z_AR(Z,m) s A inteiro positivo

Contudo, se T cair entre dois instan -
tes de amostragem, kT < Tn < (k+1)T, ou seja,
se

Ty = (A + h)T 0<h<l X inteiro positivo

Como

_Tps
Y[r(t - Tm)] = R(s,Tm) = R(s)e =

- XTs -hTs _ -ATs
= e

R(s) R(s,h)

onde R(s,h) 4 R(s)e—hTS, através da trans-

formada-z modificada
Z[R(s,m] = Z[R()e™ "] = 2 R(s)] -
= R(z,h)

Como A & inteiro, podemos escrever

C(2)= Z[r(t -t )] =2[R(s,7)] =2 % [R()] -

Como m = 1 - h = 1- (—ﬁfg -A) temos

(o]
-k
Lo Tyem-1 ?
k=1 Tn
m=1+\- -
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. ) Clz,m) =% [r(t - 1]
Exemplo - Determine a fungao de transferéen- "

CiaAPUIsaéa do sistema cuja fungao de trans a) Para T_ = AT, XA inteiro positivo ja vi-
ferencia e - m
mos que
¥
~-Ts
R E L -1,25T ' = t - T = % [r(t - AD)]=
G(s) = (—— ) (e e 1 25Ts | nly ooy C(z,m) = & [x( )] L 1
=X
s , = z R(z,m)
__/// Ciz) . . _
. . b) Para um atraso fraciomadrio T_ = hT,
5 : 0 < h < 1 podemos demonstrar que
i /‘ii'll) INC T I ! Clo} -1
T YRz)| T s st C(z,m) =3’m[r(t_hrp)] = 2z "R(z,m+l-h)
Fig. 2,58 ” 0 < m< h
Solugao =27t R(z,m-h)
T, = 1,25 =1 + 0,25, donde X = 1, h=0,25, h<m< 1
portanto m = 0,75. para r(0) = 0, por hipotese.
- -A
G(z) —fi’Eg(t - Tm)] = G(S,Tm) =z G(Z,h) De fato:
1) Para h €m <1, fazendo q =m - h
-1 1 - -Ts
G(z) =z "% |2 & - -
m [s(s + 1) 13 & b (e
m=0,75 C(z,m)=R(z,q )= 2z k=0 rk+q z =z s
.z ~-1 ( 1 ~ e ™ . rit)
2 ‘217 z-0,368 eom
m=0,75
Gz =2 1 0,473 Fig. 2.59
- - t
. 2 z - 1 z - 0,368 , /. L b
a b L
Para conhecer a resposta entre instan- ° o 1 2 T

tes de amostragem determinemos
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2) Para 0 € m g h, fazendo P =m+ 1 - p
C(z,m)=R =2ty ~k -1 '
s (z,p) = 2 wZo “kep 2 =2z R(z,m+l-h)

c) Para Ty = (A + h)T combinando os resultados

acima temos
= -(A 1
C(Z,m)‘irm[r(t - Tm)j =z A+ D R(z, m-h) h<mg¢l

-(A+ 1
=z ¢ ) R(z,m+*1-h) O<m<gh .

Vi
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PROBLEMAS

P2.1. Determine a transformada de Laplace pa
ra cada uma das fungoes seguintes:

a) f£(t) = cosh at

b) £(t) = t
) £(t) = ¢ °F £ (£), onde L (t)]-F (s)
d) f(t)=t3—2t+1

e) £(t) = t2 o2t

P2.2. Determine a antitransformada c(t) de
cada uma das fungoes seguintes:

a) C(s) = : 300(s + 2) .
(s + s = 12)(s + 6)
400(s + 3)
P)CEs) = T T o3 s s T )
P2.3. Usando a transformada de Laplace , de

termine a resposta do circuito da Fig. P2.3
a2 um degrau de tensao vy de magnitude V. Co
mo voce mediria a constante de tempo deste
sistema? Sugerir mais de um método.

Fig. P2.3

va

AAA
wy
x
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P?.A. Determine a resposta do
Fig. P2.4 a uma entrada em d
Considere m=1, ky=2,

sistema estava inicia

sistema da
egrau unitario.
ky=3 e b;=0,8 e que

o
lmente em repouso.

— N\
A:ﬂ " S
LAAl MW Fig. P2.4
m
f(1) &
Q0O - R
N

N\

P2.5. Um pulso de durach

5 0 ¢ao a e magnit e
aplicado ao sistema da Fig. PZ.S?nl cermine
& resposta x(t) para t > a,
pulso e igual a:

Determine
se a duragao de

a) _Zgg— ;5 b) zgn ;o) iﬂ
n
RS
£(t) r_x
(1) m | ¥ Fig. P2.5
— 7 777,

al !
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P2.6. Um sistema massa-mola & excitado por
uma serie de 4 sopros. Se o sistema estava
inicialmente em repouso, determine o deslo
camento da massa m. Suponha que m=1l, ki=1 ,
ky=2 e b=0,85. Suponha que os sopros sao im
pulsos de area K.

K

rd -~ = k810 |Kit-a) k&t -2a)| kSit-3a1

k2

@,
7 Z 7.
al b)

Fig. P2.6

O]
Q
g
Q

3a

P2.7. Determine a resposta do sistema abai
xo para um pulso de magnitude V e duragao
At=1,5T. Plote a resposta em um grafico (v,/V)
versus (t/T). Esboge a resposta (v,/V) ver
sus (t/T) para t=4T. Determine a resposta ao
impulso K§(t) e plote tal resposta sobre o
primeiro grafico, para K=1,5WProcure tirar
algumas conclusoes disto aumentando e/ou di
minuindo a duragao do pulso.

I

b)

AAA
yyvy
Bl

Vo Fig. P2.7
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P2.8. Dada a funcio de transferencia:

_ _G(s) _ 250(s+2)
60s) = w5y = s(s+1-33) (s+1773)

determine a resposta deste sistema ao impul
50 unitario usando o método grafico de expan
sdao em fracdes parciais. Procure comentar al
80 sobre a estabilidade do sistema (quanto
mais simples, melhor) .

P2.9. Para o sistema de 12 ordemda Fig.P1l.4
determineNa resposta a uma rampa f=Cyt.Qual
€ a equacao para a diferenca (x—(Cl/K)t)?Es

boce um grafico de (x/(Cy/X)T) versus (t/1).

Calcule valores para t/t=1, t/1=2 , t/1=3 ,
t/T=4 e mostre a diferenga acima. Esta dife
renga lhe sugere algo?

P2.10.Dados os sistemas abaixo,determine as
fungoes de transferencia,

v
1 S
Vz(s)

Vl(S)

Fig. P2.10
W V'
Vi I—C\C!(,L
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o encia
P2.11.Determine as fungoes de trgnsfere

dos sistemas da Fig. P2.11

Y (s)
2 F(s)

Y(s)

b) F(s)

Y, (s)
ey
5 Tb(S)

Tf(s)

Xz(s)

e) V0%
Xl(S)

xq X2

R L o)

e

¢}

P2.
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P2.12.Determine as

fungoes de transferéncia
dos sistemas abaixo

X, (s)
8(s) 2
) T(s) 5 =<5
Y(s) Y(s)
) F(ey ST
e)
X =

N\

g

Fig..

ANNNNNNW

7 /7

P2.13.Medidores primirios de temperatura co
mo termometros de liquido em vidro, termome
tros de.pressio, termopares, termBmetros de
resistencia e termistores devemser freqlien
temente colocados em Pogos protetores. Esta
situagao pode ser idealizada, como na figu
ra abaixo, por duas capacitancias e duas re
sisténcias térmicas. Obtenha a funcao deo
transferencia na forma padrao relacionando
a temperatura real Ty, com a temperatura in
dicada T;. Nestes termos, procure explicar

0s resultados que obtivemos na medigao de
temperatura no laboratério (resultados que
sao apresentados no grafico anexo). Estaria

cgrreta a hipotese de se ter um elem

ento de
- ordem?

P2.12
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Fig. P2.13a

temperatura °C

issao de ca
coeficiente total de transmissao a

ot i i ra deseja
L lor do fluido, cuja temperatu a
mos, para o fluido do pogo.
n
i i OCO para o elemen
U, = idem, dg fluldo do POGO p
2 to primario. A
A.,A. = areas das superficies de transferen
L cia de calor. )
m. = massa de O0leo no pogo
1 . - .
= massa do elemento primario.
o ifi 1 constante do
Cc. = calor especifico a volume
1 fluido no pogo.
i imario.
C, = idem, do elemento pr
-
* Z i Fig. P.13b
termistor com pogo
11
3 entrada em degrou
°c —49°%C
SSS===== :
ol
° 2 se 100 tempo{seg)
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P2:14.Dado o sistema abaixo,determine as se
guintes fungoes de transferéncia: -

X,(s)
a) Xy
1 ()
by L2
X, (s)
c) para m =0 Xz(s)
m, # 0 Xl(s)
d) para m, =0 Xl(s)
m2 # 0 XZ(S)
Py
M
wy Fig. P2.1l4
m b my
1}
(@] c [@)

Z Z

PZ.15.Determine as funcoes de transferencia
X3(s)/X2(s) e X3(s)/F(s) do sistema da Fig.
P2.15, bem como o circuito elétrico analogo.

—e©
b
ko
f
Mo
QO
V7
Fig. P2.15

P2.16.Para os sistemas mecanicos translacio
nais da Fig. P2.16:

a) determine as equagoes diferenciais dos
sistemas, relacionando a posigao xl(t) e a

forga de excitacao f(t).
b) determine a fungao de transferencia

xl(s)/F(s).

=

- X
s 101)

Sk

- _'J_ £t)

0y
me ™ m2 m3 ™4
[——g I:,m K4 k2 K3
k2 v ‘v‘"

' Z

)

Fig. P2.16
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P2.17.Determine as fungdes de transferdncia
dos sistemas da Fig. P2.17.

o v, (s)
) Vl(s)
b) X, (s)
X (s)
F(s)
¢ V(s)
a) Ry
T_ﬂMw - f
V‘ ¥ Vz
Rz Vp (s)
vy (a1
b}
[ b ' '%
x b . Xp(s)
2. X1 (8]
\l'lﬂ maosso &
Fig. P2.17

P2.18.Determine a fungao de transferencia
eO/T do trem de engrenagens abaixo. Suponha
todos os eixos como sendo rigidos.

T(t) = torque aplicado
N = numero de dentes
J = momento de ineércia

311

Fig. P2.18

P2.19.Um automdvel tem uma velocidade v quan
do passa por uma corcova na forma de uma
meia onda senoidal, mostrada abaixo.

a) Escreva as equagoes diferenciais do movi
mento se o veiculo est3d limitado aos movimen
tos vertical e de arfagem 8 em torno do cen
tro de gravidade. -

b) Transforme estas equagoes para o dominio
s e monte odeterminante para obter o angulo
de arfagem 9(s).

Considere que os eixos seguem a corcova per
feitamente.

Fig. P2.19

P2.20.Determinar as funcgdes de transferég
cia 6(5)/V1(s) para os seguintes sistemas:
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Re gerador cc Rq
AAAA

Lo
= L1

campo

R"z

Fig. P2.20

P2.21.Determine a funcio de transferencia
X(s)/V(s) do sistema eletromecanico da figu

ra abaixo:

tio flexivel—""

im3 permanente

Fig. P2.21

metor cc

-]

i

constante _.~<_ J
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P2.22.Determine as fungoes de transferencia
¥p/%1 , X1/F e Xp/F do sistema abaixo
(considere que n3o ha atrito, neminércia,na
polia, nem deformagao do cabo e que as con
digoes sdo tais que o fio esta sempre tracio

nado) .

Z °1
e X1
kq
AAAA

v:;l' .

i et
i f————t#(t}
/%

__T_%
Ilzll X2

X

Fig. P2.22

P2.23 Determine a transformada de
da onda periodica abaixo:

#t)

Fig. P2.23

%3

Laplace
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P2.24.Determine as funcoes de transferencia
X(s)/F(s) e P(s)/T(s) (onde T=flf) dos siste
mas abaixo (supor que a barra & rigida e o
atrito e a massa sao despreziveis) para pe
quenos deslocamentos. -

b)

linha _de
referancia

Fig. P2.24

P2.25.Um instrumento de quadro movel usado
em galvansmetros, oscingrafos, etc. e mos
trado na figura abaixo. Um pequeno espelho
¢ colado a bobina e uma tensao elastica de
finida & aplicada na bobina pela mola de
constante k., Desprezando a indutgncia e a
capacitancia da bobina de resistencié R3 e
o amortecimento viscoso das partes moveis ,
determine:

315

a) a equagao do movimento do sistema se uma
voltagem v{(t) e aplicada.

b) a fungao de transferéncia 6(s)/V(s).

As partes moveis tem inércia J. As constan
tes de forga contra-eletromotriz e de tor
que sao respectivamente Ky e Kt. O campo mag
nético do ima permanente pode ser encarado
como radial onde cortado pela bobina em mo
vimento. As seguintes constantes numéricas
sao dadas em um Zistema consistente de uni
dades: J=1, 6x107; R=10; K¢=Ky=0,2;

k=1,2 x 10”2,

rolamento -~

bobing
‘lquadro movet}

Fig. P2.25

P2.26.Quando alimentando um galvandmetro de
alta freqiiencia a partir de um ampliador
ou diretamente de uma ponte de strain-gages,
& geralmente necessario satisfazer dois re
quisitos a fim de obter um desempenho otimo:

a) a impedancia de entrada do sistema galva
nometro como vista pela ponte ou ampliador
deve ser casada a imped3anciado ampliador ou
impedancia de saida da ponte Rp para maxima
transmissao de poteéncia.

b) a impedancia do sistema ampliador como
vista pelo galvandmetro deve ter um valor
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especificado afim de que se obtenha um amor
tecimento adequado da unidade. Esta claro
que estes requisitos serao, em geral,contra
ditorios. -
E possivel , contudo, inserir um circuito ca-
sador de impedancia como mostrado na figura

abaixo, que permitira a cada componente ver
a impedancia requerida.

= d s = . = .
Para RB 10009, RBB esejado=500; RC 103 RAA
desejado=1000Q, determine Rl e R2.
A T 8
Re —-
A
vy
- al
":’:' !‘ EENZ iERgi alvondmetro
ampliodor L > > JO
Lad LN
Fig. P2.26

P2.27.Para o circuito abaixo, determine a e
quagao matricial V(s)=Z(s) I(s), bem como o
determinante caracteristico, com V(s) inclu

indo todas as fontes.
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As tensoes iniciais dos capacitores €] e C»o
sao Yl e 'p respectivamente, e as correntes
iniciais nos indutores L1 e Ly sdo P] e o
respectivamente.

P2.28.0 circuito abaixo esta inicialmente em
regime permanente. A chave & entao aberta no
instante t=0. Determine a transformada da
tensao na indutancia L.

t:0

<+
1
|
A
hd
2
nN

Fig. P2.28

P2.29.Dado o circuito abaixo, pede-se: a) o
circuito transformado; b) a equacao matri
cial V=Z I, considerando I%jl(s) Io(s) I3(sx
Considerar condigoes iniciais nao nulas.
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P2.30.Desejamos medir a temperatura Tg de
um forno que estia sendo aumentada a uma ta
xa de 300°C/hora. O instrumento nao deve ter
um erro dinamico maior do que:a)5°c; b)10°cC;
c)20°c.

Para cada um dos casos acima, qual & a max1
ma constante de_tempo permlsslvel se o ins
trumento & de 1= ordem?

P2.31.Dado o par de polos complexos conjuga
dos abaixo, qual & o valor do fator de amor
tecimento, da frequenc1a natural amortec1da,
da frequenc1a natural nao - amortecida, da
constante de tempo e do tempo de estabiliza
gao (para 57%) do sistema qua equagao carac
teristica tem estes dois pdlos?

jw
H Yfm—m ey 3
plano s
-5
2k ——— J-is

P2.32.Sejam a e b pdlos da fungao de trans
ferencia G(s) no plano s. Para cada par (a,
b) esboce a forma da fungao resposta ao im
pulso g(t), (analitica e graflcamente) res
pectiva e comente, de maneira simples, a es
tabilidade. -

I) o oy )
iu jw I
plano s
[
et e & e £ —?H’G
e b a e
Ty L= TP m |,
o Yom = jw, oy ———*u aXjw
] plano s : plano s
H G H & [
[TH }q
]
i |
* !
[y T . cjwye——3Kb b X~ juy;
Fig. P2.32

P2.33.A temperatura T de uma solugao quimica
e controlada (em malha aberta) de acordo com
a voltagem V1, pelo sistema mostrado. A solu
¢a0 e o recipiente podem ser considerados co
mo um conjunto tendo calor especifico C e a
massa m. O equivalente mecanico do calor & RB.

A taxa de perda de calor para o ambiente e pro
porcional a diferenga entre T e a temperatura
da sala Ty, a constante de prgporc1onallda§e
sendo K. O elemento aquecedor e uma resisten
cia R alimentada por uma fonte de voltagem
constante V atraves dos contatos de um relée
que fecha quando vy sobe acima de Vm/z,e abre
quando vy cai abaixo deste valor. Um diodo im
pede que o relé se feche para v negativo. O
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atraso do relé & desprezivel e a solugdo & bem
agitada, de modo que a sua temperatura pode
ser considerada uniforme em todo o recipiente
para todos os instantes de tempo.

a) Determine a transformada de Laplace de T pa
ra vi= Vp sen wt, se a solugao quimica estava
inicialmente na temperatura da sala Tg.

b) Idem T(t).

diodo

relé

Fig. P2.23

P2.34.Um baldo que transporta wum termometro
com constante de tempo T=20 seg. sobe na atmos
fera a 6m/seg. Suponha que a temperatura de
cresce linearmente com a altitude com taxa de
1°C/200m. 0 baldo transmite por radio as lei
turas de temperatura e de altitude. A 300 m,o
balao informa que a temperatura e (-1°C).Qual
e a verdadeira altitude em que (-1°C) ocorre?

P2.35.Para um medidor de pressao (de 22 ordem,
Z=1) suponhamos que € aplicado um sinal de
pressao parabolico. Determine:

a) A resposta 8(t) do instrumento.

b) O erro dinamico do instrumento.
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c) O maior erro dinamico do instrumento.

d) Apresente num mesmo grafico: I-entrada ver--
sus tempo; II-saida versus tempo.

e) O que tudo isto lhe sugere?

P2.36.Um balao sobe na atmosfera,com veloci
dade de 6m/seg. Considera-se que a tempera
tura decresce linearmente coma altitude com
a_taxa de 1°C/200m. 0 balaoc possui dois ter
mometros, com constantes de tempo Ty e Ty .
As leituras de altitude e temperatura sao
transmitidas por radio. A 400m, o balao in
forma que os termometros indicam (-1°¢) e
0°C. Sabendo-se que a constante de tempo de
um termometro & quatro vezes maior gue a do
outro, pede-se determinar:

a) Temperatura inicial.

b) Qual a altitude em que a temperatura ver
dadeira & (-1°c)?

c) Constantes de tempo dos termometros.

P2.37.Construa os diagramas o assintoticos
para as seguintes fungoes de transferencia
e esboce os diagramas B correspondentes.

4s
2) 6(s) = (s + 5)(s + 8)
2 -4
b) G(s) = 10(1+0,2s) (E;loz s)
(1+s) (1+2x10 “s)
¢) G(s) = 12100

sz(sz+105+121)
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500(1+0,1s)

d) G(s) s(1+0,5s) (1+0,002s)

5(1+0,01s)°
s (1+0,001s) 2

e) G(s)

P2.38.Calcule os erros quando, em vez de u
sarmos o dlagrama o exato de 1/(1+J mT),usa
mos as assintotas, paraas freqiencias w=1/T
(freqtiencia de corte), w=2(1/T) e w=_1 .

. . o~ 2T
Quais seriam os erros, nas frequencias con
sideradas a01ma, para o caso geral (Lﬂ wh)n,
em relagao 3 assintotade baixas freqliencias?

P2.39.Construa os dlagramas a e B ass1ntot1
cos do sistema de fase nao-minima?

4s

6(s) = 5Ty ev Y

P2.40.Dado o diagrama ¢ abaixo, calcule a
defasagem em W=120 rad/seg pelo uso da apro
ximagao do arcotangente.

wirad/ o)

Fig. P2.40
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P2. 41 A fungao de transferencla de um siste
ma e dada pela expressao

Y(s) _ K
X(s) s(1+C,1s) (1+0,05s)

Por meio da aprox1magao do arcotangente, de
termine a freqiéncia onde a defasagem e -135°.

?2.42.Dado o dlagrama 0 assintotico abalxo,
apresente duas razoes pelas quais voce nao
pode determinar, com certeza,a defasagem em
w=8 rad/seg; que itens adlClOnals sao neces
sarios?

-3

\

Fig. P2.42 .

ot——-—

P2.43.Determine os diagramas o e B para

100 & %%

€(s) = T+ 1) (60s +1)

e esboce o diagrama polar.

P2.44.Plote os diagramas o e B do sistema



0,71
A(s) = 180 e

(s+1)(0 067) + 1)( 5 + 1)

Em que freqiiencia a defasagem & de (-180°)?

P2.45.Determine os diagramas o » B polares
direto, inverso e de Black-Nichols dos c1r
cuitos abaixo:

a) Compensador atraso

C2 = 1 ufr
R2 = 65 KQ
R1 = 750 KQ

b) Compensador avango

Cl = 0,1 UF
R2 = 27 KQ
R1 = 160 KQ
R, Ry a) Compensador
vy vp atrase
| T}
S
R2 v avango
Fig. P2.45
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P2.46.Dado o diagrama o esbogado abaixo, ob
tenha a fungao de transferencia de malha a
berta do sistema (suponha todas as SLngula
rldades no semlplano esquerdo do plano s) .,
Qual ¢ a equagao diferencial do sistema?

[etie ]

100

) ! 0.5 5.0 50.0 Qoo @

15

3

Fig. P2.46

P2.47.A constante de tempo de um termometro
simples pode ser determinada através de uma
variagao em degrau. Suponha que este tempo
€ 0,23 minutos. Se este termometro for usa
do em um banho, cuja temperatura varia ci
clicamente 3 vezes por minuto, quanto por
cento de amplitude real indicara, e de quan
tos minutos estara defasado? -

a) Calcule.

b) Esboce como voce resolveria graficamente.

P2.48.Uma pressao esta variando ciclicamen
te de 8 a 9 atm, com um perlodo de 5 segj;se
o sinal pode ser atenuado no maximo de 10%
por ciclo, pergunta-se:

a) Qual € a maxima constante de tempo per
missivel em um medidor de pressao, com uma
resposta de 12 ordem?

b) Que constante de tempo & permissivel em
um medidor de pressao criticamente amorteci
do, do tipo massa-mole-amortecimento?
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P2.49.Quando um degrau unitario r(t)=u(t) &
aplicado na entrada de um sistema inicial
mente em repouso, a saida c(t) & dada pela
expressao

4t -9t

c(t) = 1-1,8 e '"+0,8 e . t>0

Determine a fungao resposta em freqiéencia
C(Jm)/R(Jw) Em que freqiiencia a defasagem
sera de (-90°)7?

P2.50.Um medidor de quadro movel de inércia
J, restrito por uma mola k, e suspenso em ro
lamentos sem atrito; sua reSLStenc1a e

R e sua indutancia e capacltanc1a sao des
preziveis. O campo magnético do {m3 permanen
te pode ser encarado como radial onde ele &
cortado pelos rolamentos do medidor de qua
dro movel (Fig. P2.25).

Sao fornecidos os seguintes dados de testes
experimentais:

a) Se o quadro movel & deslocado mecanica
mente (terminais de entrada em aberto) e en
tao solto, ele oscila com freqiéncia de 10
rad/seg.

b) Uma voltagem senoidal de 10 rad/seg de
freqiencia e 0,1 volt de amplitude aplicada
aos terminais produz uma oscilagao de regi
me de amplitude de 0,2 rad. -

c¢) Quando uma tensao continua de 0,3 volt e
aplicada aos terminais de entrada resulta u
ma deflexao de regime de 0,6 rad.

Determine a funcgao de transferenc1a do medi
dor, bem como sua equagao diferencial.

d) Como vocé faria para detetminar a constan
te da mola e a constante de proporcionalida
de para o torque?
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P2.51.Considere a fungao

G(s)

1000(1+s)

s(1+0,1s)(1+40,02s) (1+0,002s)

a) Trace os diagramas o e B de Bode,apresen
tando apenas as assintotas.

b) Faga quatro corregoes em pontos que lhe
paregam importantes.

¢c) Esboce,como consequéncia, o diagrama po

lar.

P2.52.Para a fungao abaixo determine:

4000

M(s) —
s +0,4s+4

a) w s
b) T
c) w43
d) MP
e) pa%a que valor de w temos /M(jw) = -30°7?
P2.53. Um ampliador de fase minima tem o

diagrama o aSSLntotlco da Fig. P2.53.
Determine sua fungao de transferén -

cia.
zer.

Justifique as hipdteses que fi

e e R R
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ws :
i 0 md’seg @ i 1000 r"/seg
lstiwit=10 | o !
| |
| |
+ | -2
! I
Fig. P253

P2.54.0 acelerometro dado abaixo & excitado

pela entrada senoidal x= Xo sen wt . Determi
ne a fungao transferencla G(s) = Z(s)/X(s),
bem como a equagao para o ganho
VA

6(Iw) |= —9

0
e para a defasagem ¢ e os diagramas a e B
correspondentes (suponha 2¢> 1). Qual & a

aceleragao de entrada e o seu valor maximo?
Quanto vale a velocidade de entrada quando

temos x(t) ?
max

Determine a fungﬁo de transferéencia G1(S)
relacionando z(t) 3@ aceleracgao ¥(t), bem co
mo as equagoes para o ganho ]Gl(Jw)! e a de
fasagem ¢ e os diagramas o e B8 correspon
dentes. 0 que acontece a |Gy (Juw) | quando ay
mentamos a frequenc1a natural do sistema?
Em que regiao do espectrode frequéncias des
te jlstema poderiamos usa-lo como acelerome
tro -

Suponhamos que o instrumento tenha sido pro
jetado para medir uma aceleragao maxima a.
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Qual & a forca maxima que pode ser aplicada
a massa m? Qual & o deslocamento maximo A da
massa m? Obtenha o deslocamento maximo como
fungao de a.

caixa de massa dupuu'ul\

mola k amortecedor [’
b .

Fig. P2.54

P2.55.Um elemento de maquina esta vibrando
com um movimento dado pela equagao

X = 31 sen wlt + 52 sen wzt

= 0,40 sen 3007t + 0,2 sen 6007t

Determine e plote o registrode vibragao que
seria obtido de um instrumento sismico,como
o considerado no problema anterior, se o fa
tor de amortecimento & C 0,5 e a frequenc1a
natural do instrumento & f n=1000 cps. Compa
re o registro de vlbragao z(t) com a acele
ragao verdadeira do elemento de madquina X(t)
e com o deslocamento x(t). Ha muita distor
gao de fase e de amplitude no caso da acele
ragao para o instrumento considerado?
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P2.56.Dada a equacao diferencial
%+ 14% + 100x = 0, x(0) = 0, %(0) = 400
fazer o diagrama para solugao no computador

analogico sabendo-se o seguinte:

a) Deseja-se plotar % e x e o aparelho pode
registrar sinais desde w=0 ate 1 rad/seg.

b) 0 computador opera com sinal entre * 10
volts. )

¢) As resistencias 0,1; 0,2;-0,5; 1; 25 53
10MQ, capacitores 0,01; 01; 1uUF sao componen
tes disponiveis no computador.

P2.57. Um instrumento com fungdo de transfe
rencia
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(1+10s) (1+0,01s)

G(s)

€ submetido a uma entrada x(t) constituida
de_um sinal de informagio desejado de fro
qﬁéncia w=0,05 rad/seg e de um ruido de frs
qiencia =10 rad/seg da forma N

x(t) = A sen (0,05t + sen 10t)

Determine:

a) A relagao entre as amplitudes do sinal e
do ruido da entrada do sistema.

b) A mesma relagdo na saida do sistema.

P2.58.Se a &€ uma variavel independente ou u
ma constante, seja

F(z,a) = Z[f(t,a)]
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Prove que

2 bl - 55 v

P2.59.Usando o resultado do problema P2.58

. at
determine glpe

P2.60.Usando o teorema da diferenciagao com
. at]
plexa determine ¥ |te

P2.61.Determine sxl"Afk].
. [ 2
P2.62.Determine 5.} .

. Mk . _
P2.63.Determine £[ﬁ ka s, b = cte

[t-T
P2.64.Determine % |a T u(t-T) |.
P2.65.Determine g[£2eat].

P2.66.Prove os teoremas do valor final e do
valor inicial para a transformada-z.

Q- -at
P2.67.Determine Z| e atsenwt}e Q[e coswt}

—

P2.68.Determine a transformada-z na forma
fechada das seqiencias seguintes:
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a) £, = ak , a = constante real

b) fk = sen k
c) fk = k

P2.69.Determine a transformada-z na forma
fechada para

a) £(t) =1 - ¢ 2t
b) £(t) = e 2% gen ¢t
c) £(t) = sen (t-nT) » 0 inteiro positivo

d) £(t) = at , a>0

P2.70.Determine a antitransformada-z de

bz
) @) = ooy

b) C(z) = - b4z

(2-2) (z-1) 2

-322+z

z3—422+52—2

]

c) C(z)

usande o método expansdo em fracoes parciais.

P2.71.Determine a antitransformada-z de

3z

c(z) = —— 22

(2-2)%(2z-1)

por divisao de polindomios.
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P2.72.Determine a antitransformada-z de

2z

R S I CE )
b) C(z) = *‘——25—7—
(z-0,2)
2 4
c) C(z) = L0Cz"+2 )

(z—l)(z+1)(z—o,2)2

[ -Ts7

P2.73.Determine £,Z+l

» T = 0,2 seg.

P2.74.Resolva as seguintes equagoes a dife
rencas usando a transformada-z:

a) c(k+2) - 4c(k) = 0 » ¢(0) =1, c(1l)=-1
b) c(k+2)+3c(k+1)+2c (k) =0 , ¢(0)=1 , c(1)=2
c) c(k+2)+3c(k+1)+20(k)=k, C(O)=K1, c(l)=K2
d) c(k+2)+2c(k+1)+c(k)=0 , ¢(0)=1 , c(1)=0

P2.75.Resolva as equagoes a diferencas usan
do a transformada z:

2 1 - Km = =
a) (E°+E + 7r)ck = sen( 2) . cO 0, cy 1

2
b) (E+2E +1)ck = (E +2)rk s rk=1 para k> 0

> Comente sobre a estabilidade destes sistemas.
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P2.76.Resolva as equagoes a diferencas

a) (B2 - 38 + 2y ck=3k
b) (E2 - 2E + 1) cp = 2k
c) <E2—3E+2) ck=2k
d) (E2—4E+4)ck=2k
e) (EZ - 38 + 2) e, =34k

Comente sobre a estabilidade destes Sistemas
no plano p(plano z).

P2.77.Determine G(z) para os seguintes sis
temas: -

a) G(s) = 2 .

s(s+1)

3

b) G(s) =

52+ 9

~ 5§EST

) = <G DD
4 e(s) = —L

s (s+1)
e) G(s) = _____lg____

s +10s+25

P2.78.Determine c(0) e c(») para
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2
a) G(z) = ; 10z
(z"+0,32-0,4)(z-1)
0,632z
b) 6(2) = o y(z70,26%)

P2.79.Para o sistema abaixo determine:

a) C(z)
b) ec*(t)
para r(t) = u(t)
//
= w5
TS"”/ - I clt)
]
rit) )
Fig. P2.79

P2.80.Determine a fungcao de transferencia

pulsada do sistema cujo modelo e

c(k+3)+5c(k+2)+3c(k+1) = 3r(k+1)+r(k)

P2.8l.Estude a estabilidade dos sistemas da

Fig. P2.81,

Im Im Im
1("- —~=Ti! pLano z PLANO 2 PLAWO 2
] 0,5
1 Re Re Jo, Re

——

-2 - g -
: 0,6 0,5 1 o,
- ———1-j1

e) b) ¢)
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¢ a) R(z)
P2.82.Para o sistema do problema P2.79, de b) C(z)
termine a resposta para todos os instantes ] -
usando a transformada~z modificada. i e) e*(e)

d) Usando a transformada-z, determine o va
Y " lor da resposta entre instantes de amostra
P2.83.A fungao de transferencia pulsada de B gem para m=0,25; m=0,5; m=0,75.

um sistema e e . )
e) Determine os valores inicial e final e

. e*(t).
G(z) = —&(z) 2,3 (2-0,712) 3
R(z) 2 i
z -0,3722+0,637

Determine a equagao a diferengas que o des
creve. N

P2.84.Determine a transformada-z modificada
das seguintes fungdes:

2 1_3_TS

a) —~——
52(s+1)A c) s(s+2)
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